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1 Einleitung

Dynamical systems exhibit a great deal of beautiful structure, and dynamicists
have developed a body of knowledge that can predict the behavior of many of these
systems to great accuracy. The ability to know in advance how our universe or
some part of it will evolve is certainly one of the most powerful skills humans ever
learned. The modern computer with its power to perform computations at blinding
speed and display realistic images, has greatly increased our predictive power.

— Brian Mirtich, 1996 -

Die echtzeitfahige Vorhersage der Bewegungen realer, nichtdeformierbarer Kérper un-
ter dem Einflufs externer Faktoren ist der kurzgefafite inhaltliche Rahmen dieser Arbeit.
Die Gesetzmaéfsigkeiten, nach denen eine solche Bewegung ablduft, werden in der Me-
chanik, einem Teilgebiet der theoretischen Physik untersucht. Die Kinematik behandelt
dabei die blofie Beschreibung der Bewegungen, wéahrend die Dynamik sich mit den Ur-
sachen von Bewegungen befafit. Die Dynamik stellt somit die Theorien bereit, die der
Simulation des kinematischen Verhaltens realer Objekte zugrundeliegt. Die mathema-
tische Basis zur Analyse dynamischer Systeme von nichtdeformierbaren, sogenannten
starren Korpern wurde in den letzten 350 Jahren von NEWTON, EULER, LAGRANGE
und anderen entwickelt. Die Theorie der klassischen Mechanik geht dabei von gewis-
sen unbewiesenen, grundlegenden Gesetzen aus, den Newtonschen Axiomen bzw. deren
Verallgemeinerung, den Lagrangegleichungen. Das zentrale Ergebnis dieser Theorie ist
die quantitative Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers unter dem Einfluf3
von externen Kréiften. Das Verhalten eines einfachen dynamischen Systems, wie bei-
spielsweise die Flugbahn eines Balls unter Einwirkung von Gravitation, 1aft sich dabei
noch ohne technische Hilfsmittel voraussagen, ja sogar mathematisch in geschlossener
Form ausdriicken. Ganz anders sieht die Situation im Fall eines Dosenstapels auf dem
Jahrmarkt aus. Sollen die scheinbar chaotischen Flugbahnen der einzelnen Dosen, die
durch einen gezielten Ballwurf aus der Ruhelage bewegt wurden, ohne Computerun-
terstiitzung vorausgesagt werden, so ist die Grenze der , manuellen” Anwendbarkeit
der dynamischen Theorie bereits {iberschritten. Ein solches Systemverhalten kann nicht
mehr mathematisch in geschlossener Form beschrieben werden, sondern mufS unter
Zuhilfenahme von Computern schrittweise simuliert werden.

Doch selbst rechnergestiitzt war in den Anfangen der Dynamiksimulation das Ziel
einer wirklichkeitsgetreuen Voraussage von Objektbewegungen nicht zu erreichen.
Aus diesem Grund wurden Dynamiksimulationen zunédchst in einem eingeschrankten
Kontext studiert. Entweder untersuchte man spezielle Systeme, die besonders einfache
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1 Einleitung

Simulationsberechnungen zuliefien, oder man ging von teilweise dubiosen, vereinfa-
chenden Annahmen aus, die die Aussagekraft der Simulationsdaten stark einschrank-
ten. Mit zunehmender Rechenleistung gelang es, die Grenzen des Machbaren hinaus-
zuschieben. So war es schliefilich moglich, allgemeinere und physikalisch prézisere
Verfahren einzusetzen, doch das néchste Ziel der Echtzeitfahigkeit war noch immer
weit entfernt. Die Fortschritte im Rahmen der Hardwaretechnologie und vor allem
die Verbesserung bestehender, sowie die Entwicklung neuer Modelle und Algorithmen
hat erst in diesem Jahrzehnt die Grundlagen fiir die Erreichung der drei hochgesteck-
ten Ziele Echtzeitfihigkeit, allgemeine Anwendbarkeit und physikalische Genauigkeit gelegt.
ANDREW WITKIN, einer der Vorreiter der Dynamiksimulation, driickte diese Errun-
genschaft 1990 folgendermafien aus:

,, The increasing availability of high-performance computers with fast 3D graphics
has for the first time made it possible to perform non-trivial physical simulations —
and see the results — at fully interactive speeds.”

1.1 Problemstellungen und Forschungsgebiete

Many pieces are needed to solve the puzzle [of dynamic simulation], and a wide
variety of research efforts are attacking the problem on many fronts.

— Brian Mirtich, 1996 -

Der Grund, warum wir in komplexeren dynamischen Szenarien auf die Unterstiitzung
von Computern zur Vorhersage des qualitativen Systemverhaltens angewiesen sind,
liegt nicht nur in der grofien Zahl der Objekte, sondern vor allem in der Notwendigkeit,
die Vielfalt ihrer Interaktionsmoglichkeiten berticksichtigen zu miissen. Dabei spielen
auftretende Kontakte eine besondere Rolle, weil sie komplexe Wechselwirkungen zwi-
schen den Kollisionspartnern induzieren und somit Unstetigkeiten in den Objektbewe-
gungen verursachen. Da die Berechnung der Bewegung isolierter, starrer Kérper unter
nichtkontaktinduzierten Kréften sehr gut verstanden ist, stellt die verlifliche Erkennung
und physikalische korrekte Behandlung solcher kontaktinduzierten Bewegungseinfliisse
den kritischen Erfolgsfaktor einer jeden Dynamiksimulation dar.

Kollisionen verursachen Interaktionen zwischen den Objekten, die auf mikrosko-
pischem Niveau stattfinden und somit im allgemeinen der rechnergestiitzten Analy-
se versagt bleiben. Es miissen daher Kollisionsmodelle entwickelt werden, die von den
atomaren Wechselwirkungen abstrahieren und dennoch eine prézise Voraussage des
Kontaktverhaltens erlauben. Das von uns verwendete impulsbasierte Modell der Kolli-
sionsreaktion wendet dazu die Stofigesetze im Kontaktpunkt an und gestattet auf diese
Weise, die Impulsiibertragung zwischen den Korpern zu erfassen. In dieser Arbeit
werden wir weitere Modelle kennenlernen, die vollig andere Ansédtze verfolgen. Allen
gemeinsam ist jedoch, daf sie sich beziiglich des inhirenten Trade-Offs zwischen Effizienz
und physikalischer Priizision positionieren lassen. Der von uns gewihlte impulsbasierte
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1.1 Problemstellungen und Forschungsgebiete

Abbildung 1.1 Die Zentralen Problemstellungen der Dynamiksimulation.
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Ansatz von MIRTICH [Mir96b] versucht, die konkurrierenden Anforderungen beziig-
lich Echtzeitfdhigkeit und qualitativer Korrektheit der Simulationsdaten in Einklang
zu bringen. Die Entwicklung von dynamischen Kollisionsmodellen und Verfahren zur
Berechnung der Kollisionsreaktion fallt in ein sehr aktuelles Forschungsgebiet mit dem
Namen algorithmische Mechanik (Computational Mechanics).

Die zweite zentrale Problemstellung ist wie bereits angedeutet das Erkennen von
Kollisionen zwischen sich bewegenden Objekten. Die Verldfilichkeit der Kollisionser-
kennung ist genauso wie die physikalische Validitdt der Kollisionsreaktion kritisch fiir
die Aussagekraft der Simulation. Nichtentdeckte und somit nichtbehandelte Kollisio-
nen verfdlschen die Simulationsergebnisse nachhaltig. Im Zusammenhang mit dem
Problem der Kollisionserkennung verlassen wir das Gebiet der (algorithmischen) Me-
chanik und wenden uns primér geometrischen Fragestellungen zu, die im Bereich der
algorithmischen Geometrie bzw. Robotik anzusiedeln sind. Die besondere Herausforde-
rung fiir die Kollisionserkennung im Umfeld der Dynamiksimulation ist neben der
bereits angesprochenen Verlaflichkeit und Echtzeitfahigkeit die Berticksichtigung und
Verwertung der Dynamikinformationen, die in verwandten Fragestellungen der algo-
rithmischen Geometrie nicht zur Verfligung stehen. Auch die echtzeitfihige Behand-
lung der Kollisionserkennungsfrage erfordert Modelle und Vereinfachungen, die vor
allem die Beschreibung des Korpers betreffen.

Die dritte Schliisselkomponente der Dynamiksimulation, die jedoch nicht mehr als
Forschungsgebiet bezeichnet werden kann, ist die Bewegungsberechnung durch Inte-
gration der Bewegungsgleichungen von NEWTON und EULER.

Als weitere Komponente wird hdufig die Kontaktverfolgung und -klassifikation ge-
nannt. Dabei versucht man zwischen Stofsen, also voriibergehenden Kontakten, und per-
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manenten Kontakten wie beispielsweise Rollen und Gleiten algorithmisch zu unterschei-
den, mit dem Ziel, verschiedene Kontaktformen anhand der fiir sie optimalen Verfah-
ren der Kollisionsaufldsung zu behandeln. Man sieht leicht ein, daff die Identifikation
der vorliegenden Kontaktform keinesfalls zeitpunktbezogen erfolgen kann, sondern
die in der Vergangenheit aufgelosten Kollisionen berticksichtigen muf. Eine solche
Komponente ist zwar wiinschenswert, jedoch nicht zwingend zur erfolgreichen Um-
setzung eines Dynamiksimulationskonzeptes erforderlich.

Die Dynamiksimulation ist offensichtlich ein interdisziplindres Gebiet, da sie ne-
ben den bereits erwdhnten Bereichen wie Robotik, algorithmische Geometrie und Me-
chanik eine Reihe anderer Forschungsgebiete erfafit. So stellt die Visualisierung grofSer
dynamischer Systeme eine grofie Herausforderung an die Graphikalgorithmen und -
hardware. Die (Distributed) Virtual-Reality-Forschung erhalt durch die Kollisionsreakti-
onsverfahren weiteren Auftrieb, da nun die Moglichkeit besteht, haptisches Feedback
an den Benutzer weiterzugeben. Die Gestaltung einer effizienten und intelligenten In-
teraktion mit dem Benutzer sowie die Weiterverarbeitung der Simulationsdaten mit dem
Ziel einer empirischen Optimierung des simulierten Systems ist eine bedeutsame Aufgabe
tiir die Forschung im Bereich kiinstlicher Intelligenz. Abbildung 1.1 verdeutlicht die zu
l6senden Problemstellungen.

1.2 Anwendungsgebiete

In den vergangenen Jahren hat das Interesse an Echtzeitdynamiksimulationen sehr
stark zugenommen. Im Unterhaltungssektor erdffnet sie vor allem im Rahmen der Ani-
mationserstellung fiir Film und Werbung vielfaltige Moglichkeiten, die konventionellen
Techniken verborgen blieben. Die Integration der Simulationsalgorithmen in Compu-
terspiele erlaubt bisher unerreichbare Realitdtsndhe und verspricht vollig neuen Spie-
lespafd durch wirklichkeitsgetreue Objektbewegungen. Die Berechnung von Kréften
bzw. Impulsen, die eine Durchdringung der Objekte verhindern, erweitert die Empfin-
dung physischer Prasenz (Immersion) in virtuellen Welten und verbessert somit die Lei-
stungsfahigkeit von Virtual-Reality-Trainingsmethoden, welche beispielsweise im Bereich
der Operationsplanung und -ausbildung bereits eingesetzt werden. In der Wissenschaft
und Ausbildung erlauben Dynamiksimulationen ein tieferes Verstandnis komplexer dy-
namischer Prozesse und ersetzen somit zeit- und kostenintensive Experimente. Die
Integration in Lernsoftware nimmt zudem einen Teil der Abstraktheit der theoretischen
Mechanik aus den Schulen und Horsélen. In der Industrie konnen Konzepte wie bei-
spielsweise Virtual Prototyping und priemptive Qualititssicherung praktisch umgesetzt
werden. Diese ermdglichen es, durch effiziente Prozefiorganisation Zeit und Kosten
bei hohem Qualitdtsniveau einzusparen und tiiber resultierende Wettbewerbsvorteile
Marktanteile zu gewinnen.

Zwei zentrale Anwendungsgebiete wollen wir im folgenden hinsichtlich der Ein-
satzmoglichkeiten von Dynamiksimulationen detaillierter vorstellen. Dies ist zum
einen die Computeranimation, da sie sich in besonderem Mafie fiir das in dieser Ar-
beit entwickelte Simulationssystem empfiehlt und zum anderen das Virtual Prototyping-
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Konzept, auf das die Simulationsbibliothek SILVIA zielt, in die die implementierten
Komponenten integriert wurden.

Computeranimation

Most people think the word ‘animation” means movement. But it doesn’t. It comes
from “animus” which means ’life or to live’. Making it move is not animation, but
the mechanics of it.

— Ollie Johnston and Frank Thomas, 1984 —

Bewegte Bilder besitzen die nahezu magische Fiahigkeit, unsere Aufmerksamkeit anzu-
ziehen und unsere Phantasie zu entfachen. Animationstechniken machen es moglich,
aus einer Folge kiinstlich generierter Standbilder den Eindruck natiirlicher Bewegung
und Interaktion, d.h. lebendiger Wirklichkeit zu erzeugen. Eine solche Illusion ist keine
leichte Aufgabe, da Menschen sehr geiibt darin sind, Bewegungen und Objektwechsel-
wirkungen zu beobachten und zu analysieren. Sie reagieren daher sensibel auf Unstim-
migkeiten und entdecken schnell, wenn eine Bewegung oder Interaktion unnatiirlich
oder unrealistisch ist. Aus diesem Grund mufs der Animationsdesigner grofien Auf-
wand betreiben, um eine ausreichende Menge an Details des realen Verhaltens in der
Animation umzusetzen. Ist die Zahl der Objekte in der Animationsszene sehr hoch,
wie wir es aus den Walt Disney®-Filmen, aus Toy Story® oder Star Wars® kennen, so
wird diese Arbeit schlichtweg ermiidend und tiberfordert vielfach in ihrer Komplexitat
den Animationsdesigner.

Computeranimationstechniken unterstiitzen daher die klassischen Verfahren bzw. 16-
sen diese gar ab, da ihre Fahigkeiten weit iiber die bisher moglichen, manuell erzeugten
Effekte hinausgehen. Dynamiksimulationen, die physikalischen Gesetzen folgen, sind
inhdrent realistisch und stellen somit ein zentrales prozedurales Modell zur Erzeugung
glaubwiirdiger Objektbewegungen und -interaktionen dar. Dies haben bereits die Pio-
niere der Walt Disney®-Animation, OLLIE JOHNSTON und FRANK THOMAS, erkannt,
wie das obige Zitat beweist.

Konventionelle Animationstechniken konnen dabei auf zwei verschiedene Arten durch
den Einsatz von Dynamiksimulationen unterstiitzt werden. Traditionell wird eine Ani-
mation erstellt, indem bestimmte Schliisselszenen (Keyframes) der Handlung erzeugt
werden. Im Rahmen des In-betweening-Prozesses werden anschlieffend die Bilder zwi-
schen den Schliisselszenen generiert. Diese Keyframing-Technik erlaubt die notwendige
Bewegungskontrolle der zentralen Akteure in der Animation. Daneben existieren je-
doch zahlreiche Hintergrundobjekte, deren Bewegung nicht explizit spezifiziert wird
und somit automatisiert erzeugt werden kann. Dies entspricht der Fragestellung der
Vorwiirtsdynamik, wie sie in dieser Arbeit untersucht wird. Die automatisierte Bewegungs-
generation zwischen zwei durch Keyframes vorgegebenen Objektkonfigurationen ist ein
deutlich schwierigeres, weil im allgemeinen nicht eindeutiges Problem. Doch auch sol-
che Fragestellungen der inversen Kinematik/Dynamik konnen mit Hilfe von Dynamiksi-
mulationen beantwortet werden, indem Optimierungskriterien fiir die Bewegung, wie
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Abbildung 1.2 Das Virtual Prototyping-Konzept.
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beispielsweise die Minimierung der verrichteten Arbeit, spezifiziert werden. Neben
der nur wenig aussichtsreichen, naiven Enumeration des Simulationsparameterrau-
mes, bieten sich genetische Algorithmen zur Bestimmung einer ,, optimalen” Bewegung
an.

Virtual Prototyping

Die Leistungsgestaltung, also die Entwicklung neuer Produkte, gewinnt in Industrie-
betrieben zunehmend an Bedeutung. Die Ursache sind immer kiirzer werdende Pro-
duktlebenszyklen, die mit verkiirzten Zeitraumen zwischen den Markteinfithrungen
neuer Produkte einhergehen. , Time to Market” ist in vielen Branchen wie beispielswei-
se der Automobilindustrie ein kritischer Wettbewerbsfaktor, da der erzielbare Umsatz
aufgrund niedrigerer Preisrendite und Marktsittigung im Zeitablauf sinkt. Diese vom
Markt vorgegebene Anforderung erzwingt eine drastische Verkiirzung der Entwick-
lungszeit neuer Produkte, was mit der notwendigen Anderung der organisatorischen
Abwicklung des Produktentwicklungsprozesses einhergeht.

Neben der Parallelisierung der Produktentwicklung (Concurrent Engineering) wurde
in diesem Zusammenhang das Konzept des Virtual Prototyping geboren. Dabei werden
anstatt eines realen, zunédchst ein oder mehrere virtuelle Prototypen iiber die Phasen
des Produktentwicklungsprozesses hinweg modifiziert und evaluiert. Der virtuelle
Prototyp ist bereits zur Konstruktion in Form der CAD-Daten vorhanden und wird
daher mit jeder Designmodifikation entwicklungsbegleitend aktualisiert. Die Vortei-
le dieser Vorgehensweise liegen auf der Hand. Zum einen koénnen bisher sequentiell
ablaufende Phasen des Produktentwicklungs- und Fertigungsvorbereitungsprozesses
in die frithe Konstruktionsphase vorverlagert werden. Zweitens erlaubt der Einsatz
virtueller Prototypen ganz nach dem Prinzip der priemptiven Qualititssicherung, ,Feh-
lervermeidung hat Vorrang vor Fehlerentdeckung und -beseitigung”, fundamentale
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1.2 Anwendungsgebiete

Abbildung 1.3 Das Wechseln einer Gliihbirne (links) und der Einbau eines Autoradios
(rechts) bei einem Mercedes in einer Virtual Reality Umgebung.
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Grundsétze des Total Quality Managements im Unternehmen umzusetzen. Beim Virtu-
al Prototyping-Konzept steht die frithzeitige Optimierung des Produktes durch einen
Verbesserungskreislauf aus Entwurf bzw. Modifikation des CAD-Modells und Evaluati-
on dieses virtuellen Prototypen hinsichtlich der Einhaltung vordefinierter Produktei-
genschaften im Mittelpunkt (Abbildung 1.2). Die Produkteigenschaften werden dabei
durch das Marketing in Form von Produktmerkmalen vorgegeben oder stellen ferti-
gungsbedingte Anforderungen wie Montierbarkeit oder Belastungsgrenzen der Mon-
tagearbeiterInnen dar. Gleichzeitig konnen kostenminimal verschiedene Produktalter-
nativen konkurrierend entwickelt werden, wobei iiber die Prototypenevaluation die
letztliche Produktentscheidung zu treffen ist. Die Analyse des virtuellen Prototypen
erlaubt zudem sehr kostenwirksame Entscheidungen wie beispielsweise die Material-
auswabhl zu treffen, ohne eine Vielzahl realer Prototypen erstellen zu miissen.

Der Erfolg dieses Konzeptes hiangt somit sehr stark von der Aussagekraft des Eva-
luationswerkzeuges ab. Kosten- und zeitintensive Experimente mit realen Prototypen
konnen nur dann vermieden werden, wenn die Simulationsdaten auf Basis der CAD-
Modelle verlidfilich sind. Im Rahmen der Funktionalitidtsanalyse und -bewertung spie-
len Dynamikdaten eine zentrale Rolle. Die Untersuchung von Reibungseigenschaf-
ten oder die Wirkung von Krafteinfliissen erlauben es, nichtanforderungsgerechte Pro-
dukteigenschaften oder gar Fehlfunktionen zu identifizieren. Des weiteren kénnen
durch virtuelle Experimente tiber dem Parameterraum erlaubte Toleranzen festgelegt
werden, die sich in der Materialauswahl sowie in der Gestaltung der Fertigungspro-
zesse auswirken.

Dynamiksimulationen kénnen unabhédngig davon zur Bewertung der bereits wih-
rend der Konstruktion geplanten Montageablaufe eingesetzt werden (Virtual Assemb-
ly Planning). Denn erst eine Berticksichtigung von Krafteinwirkungen auf die Bewe-
gung der Montageobjekte erlaubt verldfiliche Informationen {iber die Montierbarkeit
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und die dabei auftretenden Belastungen der MontagearbeiterInnen (Ergonomiestudien).
Man denke beispielsweise an die in Abbildung 1.3 dargestellten Ein- bzw. Ausbauope-
rationen, die im Automobilbereich evaluiert werden miissen. Ohne die Simulation der
Wirkung auftretender Kontaktkrafte auf die Bewegung der Gliithbirne bzw. des Au-
toradios und ohne die Beriicksichtigung der eingeschriankten Bewegungsmoglichkei-
ten des Arms bzw. der Hand, ist eine Bewertung der Arbeitsvorgiange hinsichtlich der
Schwierigkeit ihrer Ausfithrung undenkbar.

Die vom Simulationssystem ermittelten Daten miissen in Virtual Prototyping-Sys-
temen zundchst aufbereitet werden und konnen anschlieffend als Modifikationsnot-
wendigkeiten an das CAD-System zuriickgegeben werden. Erst wenn der virtuel-
le Prototyp einen zufriedenstellenden Entwicklungsgrad erreicht hat, wird ein realer
Prototyp erstellt, der bei erfolgreicher Umsetzung dieses Verbesserungskreislaufes den
vorgegebenen Qualitits- und Funktionsanspriichen geniigt.

1.3 Gliederung der Arbeit

Teil I: Einfithrung in die Dynamiksimulation starrer Korper

Die Dynamiksimulation starrer Korper ist ein interdisziplindres Gebiet. Sie vereint
Theorien der klassischen Mechanik, Konzepte der algorithmischen Geometrie und Ro-
botik sowie Ergebnisse aus dem Bereich der Computergraphik. Daher haben wir im
Rahmen von Teil I grofien Wert auf die Darstellung der Grundlagen und bisher erziel-
ten Ergebnissen in den einzelnen Problembereichen gelegt. In Kapitel 2 wollen wir
zundchst das Verstiandnis der Aufgabenstellung und insbesondere der in ihr formulier-
ten konzeptionellen Spezialisierungen vertiefen. Diese betreffen das der Betrachtung
zugrundeliegende physikalische Korpermodell sowie die Schliisselkomponenten der Dy-
namiksimulation, ndmlich die Kollisionsauflosung und -erkennung.

Der Begriff impulsbasierte Dynamiksimulation stellt auf einen speziellen Ansatz zur
Berechnung der Kollisionsreaktion ab, der von MIRTICH [Mir96b] entwickelt wurde
und sich aus zweierlei Griinden fiir eine Untersuchung im Rahmen dieser Diplomar-
beit angeboten hat. Zum einen ergidnzt er auf exzellente Weise einen alternativen An-
satz auf der Basis von Zwangsbedingungen, zu deren Entwicklung entscheidende Bei-
trage am Lehrstuhl von Professor Hotz geleistet wurden. Die Starken und Schwéachen
der beiden Verfahren stellen sich vollkommen komplementdr dar, so dafy die Verfiig-
barkeit einer Implementierung beider Konzepte im Rahmen der Simulationsbibliothek
SILVIA vielversprechend erschien. Daneben war die bisherige Implementierung von
MIRTICH durch das eingesetzte Kollisionserkennungsystem hinsichtlich ihrer prakti-
schen Verwendbarkeit stark eingeschréankt. Das von ihm gewéhlte Verfahren setzt eine
Zerlegung der Simulationsobjekte in konvexe Polyeder voraus, ein Prozef3, der im all-
gemeinen interaktiv durchgefiihrt werden muf3, da eine Automatisierung aufgrund der
Komplexitdt entsprechender Algorithmen nicht sinnvoll erscheint.

Im Abschnitt 2.2 wollen wir den impuls- und zwangsbasierten Ansatz hinsichtlich der
zugrundeliegenden Modelle sowie avisierten Ziele vorstellen und beziiglich ihrer Star-
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ken und Schwichen vergleichen. Wir stellen die konzeptionelle Beschreibung des Kol-
lisionsauflosungsansatzes den eigentlichen Grundlagen voran, da die Entscheidung fiir
einen speziellen Ansatz groflen Einflufd auf die Ausgestaltung des Gesamtsystems hat.
Das gewdhlte Verfahren bestimmt beispielsweise das verwendete Korpermodell und
tibt zudem grofien Einfluf3 auf die Organisation des Simulationsablaufs aus.

Die zweite Spezialisierung, die wir in unserer Aufgabenstellung vornehmen, ist die
Beschrankung auf starre, d.h. nichtdeformierbare Korper. Diese Einschrankung ist ein un-
umgéanglicher Tribut an die Echtzeitanforderungen des Gesamtsystems, da die physi-
kalisch korrekte Berechnung des Kontaktverhaltens sowie der daraus resultierenden
Deformationen im Fall verformbarer Korper ungleich schwieriger ist. Aus dem physi-
kalischen Modell des starren Korpers leiten wir ein mathematisches und geometrisches Mo-
dell ab, indem wir weitere Eigenschaften realer Korper, die sich aus unserem intuitiven
Verstiandnis ergeben, in die Definition einbringen. Als geometrische Reprasentation
wihlen wir eine Polyederdarstellung, da Polyeder reale Korper beliebig genau appro-
ximieren kénnen und ihre begrenzenden Oberflichenelemente algorithmisch einfach
zu handhaben sind.

Wir verbleiben zundchst auf der rein geometrischen Betrachtungsebene und be-
schiftigen uns mit dem Begriff der Bewegung eines starren Korpers. In diesem Zu-
sammenhang identifizieren wir ausgehend von unseren intuitiven Vorstellungen ei-
ne bestimmte Klasse von affinen Abbildungen als erlaubte Bewegungstransformationen.
Diese Gruppe der sogenannten eigentlichen Bewegungen lafst sich, wie wir sehen wer-
den, durch die Hintereinanderausfiihrung zweier ausgezeichneter Vertreter, namlich
Translation und Rotation, erzeugen.

Die physikalische Betrachtungsweise bestitigt diese Beobachtung und fiihrt die
notwendigen Grofien zur Beschreibung der Kinematik starrer Korper ein. Da wir die
Bewegung der Objekte simulieren wollen, diirfen wir nicht nur nach den Beschreibungs-
moglichkeiten von Bewegungen fragen, sondern miissen die Ursachen und deren Wir-
kungen auf die kinematischen Eigenschaften des starren Korpers untersuchen. Aus
diesem Grund leiten wir die allgemeinen Bewegungsgleichungen her, die die Bewegung
eines starren Korpers unter dem Einflufs externer Kréfte beschreiben. Der impulsba-
sierte Ansatz sieht jedoch als einzige externe und nicht kontaktinduzierte Kraft die
Gravitation vor (ballistische Bewegungsbahn), so dafs dieses fundamentale Differential-
gleichungssystem vereinfacht werden kann.

Die zweite Schliisselkomponente der Dynamiksimulation ist die Kollisionserken-
nung. Der Begriff ,Kollisionserkennung” wird in der Literatur sehr weit gefafst und
1463t sich letztlich auf eine statische bzw. dynamische Problemstellung zurtickfithren. Wir
werden zundchst die wesentlichen theoretisch relevanten Ergebnisse auf diesem Gebiet
vorstellen, die jedoch keinen Einzug in konkrete Implementierungen gefunden haben.
Aufgrund der grofien Bedeutung der Kollisionserkennung fiir eine Vielzahl von An-
wendungsgebieten existieren zahlreiche, in der Praxis bewéhrte Ansitze, so daf3 es sich
anbietet, die bisherigen Arbeiten zu klassifizieren. Im Umfeld der Dynamiksimulation
ergeben sich schliefilich besondere Anforderungen an die Kollisionserkennung, die wir
zum Abschluf$ des ersten Kapitels aufzeigen wollen.
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Teil 1l: Ein dynamischer Kollisionserkennungsansatz auf der Basis statischer
Abstandsberechnung

Nachdem wir in Teil I mit den Bewegungsgleichungen ein Differentialgleichungssy-
stem kennengelernt haben, dessen Integration die Berechnung der Bewegung starrer
Korper auf ballistischen Bahnen erlaubt, verbleiben nur noch Kollisionen zwischen den
Korpern als unberticksichtigte Einfluf$faktoren auf das kinematische Verhalten der si-
mulierten Objekte. Kollisionen miissen also erkannt und aufgeldst werden.

Teil II der Arbeit behandelt die Entwicklung eines dynamischen Kollisionserkennungs-
verfahrens. Das Verfahren mufi dynamischer Natur sein, da wir Kérperbewegungen
analysieren und die Kollisionserkennung nur dann verlédflich ist, wenn sie nicht zu fe-
sten Zeitpunkten entscheidet, ob sich Simulationsobjekte iiberlappen, sondern ganze
Zeitintervalle auf Kollisionen hin tiberpriift. Das von uns verwendete Konzept basiert
auf der Berechnung unterer Kollisionszeitschranken. Ausgehend von den aktuellen kine-
matischen Eigenschaften bestimmen wir den friihsten Zeitpunkt, zu dem eine Uberlap-
pung der Simulationsobjekte im Rahmen ihrer Bewegung moglich ist. Die Bestimmung
dieser Schranken erfordert Informationen tiber den Abstand der Kérper bzw. eine kon-
servative Abschitzung von diesem.

Aus diesem Grund beschiftigen wir uns in Kapitel 3 mit der statischen Abstandsbe-
rechnung starrer Korper. Wir definieren zundchst den Distanzbegriff, wobei wir der
Definition das Euklidische Abstandsmafs zugrunde legen. Neben der Distanzinfor-
mation sollte die Abstandsberechnung ein Punktepaar als Zeugen des Abstandsmi-
nimums bestimmen, so daff wir im Fall einer Kollision einen Kontaktpunkt ermitteln
konnen. AnschlieBend wollen wir einen Uberblick iiber die in der Literatur vorgestell-
ten Abstandsberechnungsverfahren fiir polyederféormige Korper geben. Konvexitiit ist
dabei eine sehr vorteilhafte, geometrische Eigenschaft, was die empirische Laufzeit der
feature- und simplexbasierten Verfahren beweist. Ansitze, die diese Algorithmen zur
Behandlung des allgemeinen Falls erweitern, sind fiir reale Anwendungen kaum prak-
tikabel. Wesentlich vielversprechender erscheinen dagegen die Algorithmen, die auf
der Basis konservativer Objektapproximationen, den sogenannten Hiillkdrpern, arbei-
ten.

Wir formulieren das statische Abstandsberechnungsproblem zunéchst als kombina-
torisches Optimierungsproblem und stellen das generische Branch-and-Bound-Verfahren
zur Losung solcher Fragestellungen vor. Zur Umsetzung dieses Verfahrens benétigen
wir verschiedene Operationen und Datenstrukturen, die wir in den sich anschliefien-
den Abschnitten erldutern werden.

Die elementaren Abstandsberechnungen erlauben die Bestimmung der Distanz zwei-
er Oberfldchenelemente der beiden Korper und liefern somit eine obere Schranke fiir
den Abstand des betrachteten Korperpaares. Anschlieffend werden wir uns mit dem
Hillkorperkonzept vertraut machen, das eine entscheidende Rolle in der Losung des
Abstandsberechnungsproblems tibernimmt.

Wir werden die Bedeutung der inneren bzw. dufleren Kérperapproximation als not-
wendiges bzw. hinreichendes Kriterium der Kollisionsfreiheit zweier Korper vorstel-
len und den Einsatz hierarchisch verfeinerter Hiillkorperiiberdeckungen, sogenann-
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ter Hiillkorperhierarchien, als Lieferant unterer Abstandsschranken erldutern. Als Hiill-
korpertypen kommen nur sehr einfache geometrische Objekte in Frage, die man im
allgemeinen als Primitive bezeichnet. Diese sollten die einzuschlieffende Flichenmen-
ge moglichst genau approximieren, um prazise Abstandsschranken liefern zu konnen.
Aus diesem Grund werden wir uns mit der Messung der Approximationsgiite von Hiill-
korpern beschiftigen und dabei das Volumen als Kompromif} aus einfacher Berechen-
barkeit und Aussagekraft der Hiillkorperkonstruktion zugrunde gelegt.

Beim Aufbau der Hiillkorperhierarchie wird die Flichenmenge des Korpers immer
feiner partitioniert und jede Unterteilung mit neuen Hiillkérpern tiberdeckt. Die pra-
ziseste Uberdeckung des Korperrandes erhilt man schlieflich durch die Verpackung
einzelner Flichen. In diesem Zusammenhang werden wir verschiedene Vorgehens-
weisen zum Aufbau der Hierarchie vorstellen, wobei der Aufteilungsstrategie der Fla-
chenmenge eine besondere Bedeutung zukommt. Dabei mufi ndmlich die geometri-
sche Anschauung der Flichenmengenpartitionierung, die Zerlegung des Objektes in
Teilkorper, beriicksichtigt werden.

Eine zentrale Operation des Branch-and-Bound-Verfahrens ist die Berechnung un-
terer Schranken fiir die Distanz zweier Flichenmengen. Eine solche Schranke erhilt
man in Form des Abstands der Hiillkorper, welche die Flichenmengen einschliefien.
Da wir das Abstandsberechnungsverfahren zu diskreten Zeitpunkten der Kérperbewe-
gung aufrufen, muf$ die Hiillkorpergeometrie vor der Distanzberechnung an die Bewe-
gung des Korpers, d.h. der eingeschlossenen Flichenmenge, angepafit werden. Diese
Aktualisierungoperation kann relativ teuer sein, wenn das Primitiv in der Eigenschaft als
volumenminimaler Hiillkdrper unter den Bewegungsabbildungen nicht abgeschlossen
ist.

Die Effizienz des Branch-and-Bound-Verfahrens hiangt neben der Verfiigbarkeit pra-
ziser unterer Schranken sehr stark von der Durchmusterungsstrategie des Entscheidungs-
baumes ab. In diesem Zusammenhang haben sich Greedy-Strategien als besonders effi-
zient herausgestellt. Das von uns entwickelte globale Greedy-Verfahren eignet sich in
ganz hervorragender Weise zur verladfilichen Erfiillung von Echtzeitanforderungen. Es
ist in der Lage, eine untere Schranke fiir den Abstand der beiden Koérper zu jedem
Zeitpunkt der Entscheidungsbaumtraversierung aufrechtzuhalten. Ist ein vorgegebe-
nes Zeitbudget ausgeschopft, oder weichen untere und obere Abstandsschranke nur
noch geringfligig voneinander ab, so kann das Branch-and-Bound-Verfahren vorzeitig
abgebrochen und anhand der konservativen Abstandsinformation valide Kollisions-
zeitschranken bestimmt werden.

Im Rahmen der Beschleunigungsansitze wollen wir zunédchst das Reprisentanten-
konzept vorstellen, das eine zusédtzliche Aktualisierung der oberen Schranken in den
inneren Knoten des Entscheidungsbaumes ermoglicht. Um der temporiren Kohiirenz
der Problemstellung im dynamischen Umfeld Rechnung zu tragen, speichern wir die
nahesten Punkte des letzten Zeitschritts. Der Abstand dieser beiden Punkte stellt beim
nédchsten Aufruf des Verfahrens einen guten Startwert fiir die obere Schranke dar. Be-
gniigt man sich mit approximativen Abstandsinformationen, so lafit sich eine weitere, deut-
liche Beschleunigung der Abstandsberechnung erzielen. Zur Bestimmung des frithsten
Kollisionszeitpunktes zweier Korper machen selbstverstandlich nur untere Abstands-
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schranken Sinn. Aus diesem Grund werden ausschliefilich Verfahren zur Berechnung
solcher konservativer Abstandsinformationen vorgestellt. Diese ergeben sich durch
Modifikationen der bereits erwdhnten Traversierungsstrategien.

In Kapitel 3 wird das statische Abstandsberechnungsverfahren zu einer dynami-
schen Kollisionserkennung ausgebaut. Wir beschreiben zunéchst die Problemstellung als
Nullstellensuche auf der zeitparametrisierten Distanzfunktion. Mit Hilfe unterer Kolli-
sionszeitschranken kann der friihste Kollisionszeitpunkt ausgehend von einer iiberlap-
pungsfreien Konfiguration der Objekte konservativ und mit beliebiger Genauigkeit appro-
ximiert werden.

Wihrend diese Form der Nullstellensuche fiir den Zweikorperfall algorithmisch
sehr einfach beschrieben werden kann, benotigen wir fiir den n-Korperfall eine spe-
zielle Datenstruktur, die wir als Kollisionsheap bezeichnen. Dabei handelt es sich um
eine Prioritditswarteschlange, die die Objektpaare der Simulation beztiglich ihres frith-
sten Kollisionszeitpunktes ordnet. Um den Verwaltungsaufwand der Datenstruktur zu
verringern, stellt man nur solche Paare in den Kollisionsheap ein, die sich in dem zu
simulierenden Zeitschritt ,nahe” kommen.

Die entsprechenden Objektpaare kénnen mit Hilfe von Bewegungshiillkorpern, d.h.
konservativen Approximationen des durch ihre Bewegungen {tiberschrittenen Volu-
mens identifiziert werden. Wir verwenden in diesem Zusammenhang achsenorien-
tierte Boxen und bezeichnen zwei Objektpaare als ,nahe” innerhalb eines Zeitinter-
valls, wenn sich ihre Bewegungshiillkorper schneiden. Zur effizienten Bestimmung
aller tiberlappenden Hiillkorper bietet sich ihre Projektion auf die Koordinatenachsen
bzw. -ebenen an. Als Uberlappungstest ist dann lediglich ein ein- bzw. zweidimensio-
naler Sweepalgorithmus erforderlich. Ein ganz anderes Verfahren ist das von MIRTICH
erweiterte Raumpartitionierungsverfahren von OVERMARS. Die Lokalisation der Bewe-
gungshiillkorper mit Hilfe hierarchisch organisierter Hashtabellen erlaubt potentiell
tiberlappende Hiillkdrperpaare effizient zu bestimmen. Dieses Verfahren kann durch
Ausnutzung temporérer Kohdrenz in der Praxis weiter beschleunigt werden.

Abschliefiend werden wir den Ablauf der Simulationsschleife beschreiben, die durch
die Kollisionserkennung gesteuert wird.

Teil 1ll: Die Kollisionsauflosung

Zur Vervollstandigung des Dynamiksimulationssystems benétigen wir neben der Kol-
lisionserkennung eine zweite Schliisselkomponente, deren Aufgabe die Berechnung
der Kollisionsreaktion ist. In Kapitel 5 stellen wir das von uns implementierte Verfah-
ren von MIRTICH vor, das zweifellos als das theoretisch fundierteste, impulsbasierte
Simulationskonzept gilt. Wir werden zunéchst das zugrundeliegende Kontaktmodell
anhand seiner zentralen Annahmen vorstellen. Die Unterstellung einer infinitesimal
kleinen Kollisionszeit ist die physikalische Rechtfertigung fiir die Berechnung von Im-
pulsen statt Kontaktkriften als Basis der Kollisionsreaktion. Das impulsbasierte Mo-
dell berticksichtigt Reibung zwischen den Korpern durch Integration des Coulombschen
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Reibungsgesetzes in die dynamische Kollisionsanalyse. Mikroskopische Deformationen
werden durch einen einfachen Koeffizienten berticksichtigt, der den Bereich zwischen
vollkommener Elastizitit und Plastizitiit der Korper abdeckt. Die Energieumwandlung,
die zwischen der Kompressions- und Riickstellungsphase einer Kollision stattfindet, wird
mit Hilfe der Strongeschen Hypothese beschrieben.

Abschnitt 5.2 fiihrt ein Koordinatensystem ein, das eine vereinfachte Kollisionsana-
lyse ermoglicht. Des weiteren wird die Frage beantwortet, wie physikalische Kollisio-
nen von bereits als Kontakt aufgeldsten, geometrischen Durchdringungen unterschie-
den werden kénnen.

AnschliefSend analysieren wir die Kollisionsdynamik und leiten mit den Kollisions-
gleichungen eine Beziehung zwischen Impulsianderung und Anderung der Relativge-
schwindigkeit der beiden Objekte im Kontaktpunkt her. Letztere kann durch ein Diffe-
rentialgleichungssystem beschrieben werden, das wir im Rahmen der Kollisionsintegra-
tion 16sen. Da die Zeit aufgrund der modelltheoretischen Annahme tiber die Kollisions-
dauer als Integrationsparameter ungeeignet ist, miissen andere physikalische Grofien
hinsichtlich ihrer Eignung zur Kollisionsparametrisierung evaluiert werden.

Die Energieverdnderung des dynamischen Systems durch die Kollisionsauflosung
ist ein wichtiger Indikator fiir die Plausibilitdt des Kollisionsmodells. In diesem Zu-
sammenhang konnten wir zeigen, dafs die Energie des dynamischen Systems durch die
impulsbasierte Kollisionsauflosung nicht zunimmt (Energiekonsistenz). Diese Invariante
ist nicht bei allen Kollisionsauflosungsverfahren garantiert.

Abschliefiend behandeln wir permanente Kontaktsituationen wie Gleiten, Rollen
oder Ruhen. Diese werden im impulsbasierten Modell auf spezielle Weise, namlich als
eine hochfrequente Folge sogenannter Mikrokollisionen, behandelt. Aus Effizienzgriin-
den unterscheidet sich bei diesen Kontaktsituationen die Berechnung der Kollisionsre-
aktion von dem zuvor vorgestellten, allgemeinen Fall, wobei die Energiekonsistenzga-
rantie verloren geht.

Teil IV: Evaluation des Simulationsverfahrens und Integration in die
Softwarebibliothek SiLVIA

In Teil IV beschreiben wir zunidchst im Rahmen von Kapitel 6 die Ziele und die Struk-
tur der Softwarebibliothek SILVIA, die am Lehrstuhl von Professor Hotz entwickelt
wurde. Sie stellt neben zahlreichen Basisalgorithmen und -datenstrukturen effizien-
te Kollisionserkennungsverfahren und schwerpunktmafsig Algorithmen zur Echtzeit-
simulation der Dynamik kollidierender, starrer Korper bereit. Im Laufe des SILVIA-
Projektes wurden die hier vorgestellten Algorithmen in die Bibliothek integriert und
haben dort teilweise weitergehende Aufgaben tibernommen.

Der nédchste Abschnitt stellt einige Beispielsimulationen vor, die wir zum Testen
der Algorithmen, zur Evaluation des Reibungsmodells und zum Vergleich der beiden
zentralen Kollisionsauflosungsansitze durchgefiihrt haben. Es handelt sich dabei um
sogenannte ,mechanische Spielzeuge”, die ein charakteristisches und teilweise verbliif-
fendes Verhalten in Gegenwart von Reibung zeigen. Da die in der Realitdt zu beobach-
tenden Effekte nur im Fall einer prazisen Reibungsmodellierung simulationstechnisch
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nachzuvollziehen sind, zeigen die erfolgreichen Simulationsergebnisse die qualitative
Aussagekraft der impulsbasierten Dynamiksimulation. Als erstaunlich erweist sich der
quantitative Vergleich der Simulationsdaten unseres impulsbasierten Systems mit den
Daten, die das zwangsbasierte Verfahren von SAUER [SS98a, SS98b] liefert. Beide An-
sdtze zeigen im Fall der Simulation des Steh-auf-Kreisels nahezu identische Kurven der
zentralen physikalischen Grofien.

In Kapitel 7 diskutieren wir die notwendigen und denkbaren Erweiterungen des
Simulationssystems in Hinblick auf mogliche Effizienzsteigerungen sowie eine bessere
Integrierbarkeit in die Schliisselanwendungen wie beispielsweise Virtual Prototyping-
Systeme.

1.4 Resultate

Das zentrale Ergebnis dieser Diplomarbeit ist die Realisierung eines impulsbasierten
Echtzeitsimulationssystems fiir die Dynamik starrer Korper. Diese Aufgabe umfafite
im wesentlichen die Eigenentwicklung einer echtzeitfahigen dynamischen Kollisions-
erkennungskomponente auf der Basis unterer Kollisionszeitschranken sowie die Imple-
mentierung und Evaluation des impulsbasierten Kollisionsauflosungsverfahrens von
MIRTICH [Mir96b].

Zur Losung des Kollisionserkennungsproblems haben wir einen auf der Branch-
and-Bound-Strategie beruhenden Algorithmus zur Berechnung der Euklidischen Di-
stanz zweier Korper mit polygonaler Randbeschreibung entwickelt. Das Abstands-
berechnungverfahren verwendet Hiillkérperhierarchien, um auf effiziente Weise die
Menge aller Flichenpaare der beiden Korper aufzuzidhlen. Der Algorithmus ist daher
in der Lage, selbst mit schlecht konditionierten Eingabedaten wie beispielsweise einer
Randbeschreibung ohne Flacheninzidenzinformationen zu operieren.

Wir haben uns nicht wie bisherige Ansitze auf einen bestimmten Hiillkdrpertyp
festgelegt, sondern ermoglichen den Einsatz all der Hiillkdrpertypen, die sich im Rah-
men der zahlreichen Ray-Tracing- und Kollisionserkennungsverfahren als effizient er-
wiesen haben.

Diese Flexibilitat erforderte fiir jeden Hiillkorpertyp die Entwicklung effizienter Al-
gorithmen zur Abstandsberechnung sowie Geometrieaktualisierung konkreter Hiill-
korperpaare. Daneben waren wir bemiiht, die elementaren Abstandsberechnungen
zwischen den Oberflachenelementen und insbesondere zwischen zwei Flachen so ef-
tizient wie moglich zu gestalten.

Ein zentrales Ergebnis ist die Entwicklung einer Durchmusterungsstrategie der
Hiillkérperhierarchien, die mit Hilfe einer geeigneten Datenstruktur eine untere Schran-
ke fiir den Abstand der beiden Kérper wiahrend der Traversierung aufrechterhilt und
verbessert. Eine solche konservative Abstandsinformation ist gerade im Zusammen-
hang mit der Erfiillung von Echtzeitanforderungen sehr niitzlich, da sie bei Abbruch
der Berechnung aufgrund eines abgelaufenen Zeitbudgets die Bestimmung giiltiger
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Kollisionszeitschranken erlaubt. Zusétzlich ist es moglich, durch Vergleich mit der ak-
tuellen oberen Schranke des Branch-and-Bound-Verfahrens giitebasierte Abbruchskri-
terien zu formulieren.

Im Rahmen der Beschleunigungsansidtze haben wir unter anderem gezeigt, wie
man tempordre Kohdrenz im dynamischen Umfeld ausnutzen kann, um einen guten
Startwert fiir die obere Abstandsschranke des Branch-and-Bound-Verfahrens zu be-
stimmen.

Zur Berechnung des friithsten Kollisionszeitpunktes war es erforderlich, die unteren
Kollisionszeitschranken, die MIRTICH fiir den Spezialfall konvexer Polyeder formuliert
hat, auf allgemeine Korperdarstellungen zu erweitern.

Im Rahmen der Evaluation der impulsbasierten Kollisionsauflosung konnten wir
einige schwierige Experimente der klassischen Mechanik durch Simulation reprodu-
zieren. Neben diesen qualitativen Ergebnissen liefs sich eine erstaunliche quantitati-
ve Ubereinstimmung mit den Simulationsdaten des Verfahrens von SAUER feststellen,
welches auf dem konzeptionell unterschiedlichen, zwangsbasierten Kollisionsmodell
beruht.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir dem Leser einen FEinstieg in die zentralen Problemstel-
lungen der Dynamiksimulation vermitteln. Neben einer einfithrenden und verglei-
chenden Darstellung des impuls- und zwangsbasierten Ansatzes zur Kollisionsreakti-
onsberechnung steht das der Arbeit zugrundeliegende Korper- und Bewegungsmodell
im Mittelpunkt unserer Betrachtungen. Die Frage nach der Simulation von Bewegun-
gen fithrt uns zu den Theorien der klassischen Mechanik, insbesondere in das Gebiet
der Kinematik und Dynamik starrer Korper, deren zentrale Begriffe und Ergebnisse wir
vorstellen werden. Ein Uberblick iiber die theoretisch und praktisch relevanten Kollisi-
onserkennungsansitze und eine Analyse der speziellen Anforderungen im Umfeld der
Dynamiksimulation schliefst die Grundlagenbetrachtung ab.

2.1 Notation

Wir werden zunéchst einige Vereinbarungen hinsichtlich der in dieser Arbeit gebrauch-
liche Notation treffen. Dabei mochten wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur die
Schreibweisen erldutern, die wir tiber alle Kapitel hinweg verwenden, wihrend pro-
blemspezifische Bezeichnungen an entsprechender Stelle vereinbart werden.

o Skalare werden kursiv dargestellt. So sind beispielsweise i, n oder ¢ Skalare.

o Vektoren und vektorwertige Funktionen schreiben wir fett. Beispiele hierfiir sind a,
F, w oder &. Dabei fassen wir einen Vektor a € R™ stets als Spaltenvektor auf:

a

an
Fiir den Nullvektor schreiben wir 0.

e Matrizen werden ebenfalls fett dargestellt. Beispiele hierfiir sind R, D oder I. Da-
bei bezeichnen wir mit E die Einheitsmatrix und schreiben 0 fiir die Nullmatrix.
Sind aq, ..., a, Vektoren des R3, so stellt A = [ay, ..., a,] die Matrix mit Spalten-
vektoren a;, 1 <1 < ndar. Daneben werden wir hdufig das Kreuzprodukt zweier
Vektoren des R3 in Matrixschreibweise formulieren. Seien a,b € R3, dann gilt:

axb=a"b,
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wobei a* die folgende 3 x 3-Matrix bezeichnet:

0 —das az
a* = as 0 —aq
—az aj 0

Die Kreuzproduktmatrix ist schiefsymmetrisch:
(ax)T =—a”.

o Punkte unterscheiden sich in der Notation von ihren Ortsvektoren, da sie kursiv
und nicht fett dargestellt werden.

2.2 Einfiihrung in die Berechnung der Kollisionsdynamik
starrer Korper

Die Bewegung eines physikalischen Objektes ist das Ergebnis externer Einflufsfakto-
ren. Diese Einflufifaktoren konnen unterschiedlichster Natur sein. So wirken sich bei-
spielsweise magnetische und elektrische Felder, Luftwiderstand, aber auch physikali-
sche Kontakte mit anderen Objekten auf das kinematische Verhalten aus. Die klassische
Mechanik ist dank ihres heutigen Wissensstandes in der Lage, viele Systeme physika-
lischer Objekte unter Berticksichtigung verschiedenster EinflufSfaktoren zu analysieren
und in bezug auf ihr zukiinftiges Verhalten zu beschreiben. In der Literatur beschrankt
man sich dabei nahezu immer auf spezielle Beispielsysteme, fiir die ein Modell aus der
allgemeinen Theorie abgeleitet wird, das Voraussagen iiber das dynamische System-
verhalten erlaubt. So wird in [Nol96] beispielsweise der ,kréftefreie symmetrische
Kreisel” untersucht. Eine allgemeine Dynamiksimulation, wie sie von uns angestrebt
wird, mufs dagegen ein ganzheitliches Modell bereitstellen, das die Vorhersage des Sy-
stemverhaltens in jeder Situation gestattet.

Die Bewegung nichtdeformierbarer Korper unter Einfliissen, die sich nicht auf
Kontakte zuriickfiihren lassen, ist gut verstanden und unterliegt nicht mehr der For-
schung auf dem Gebiet der Dynamiksimulation. Das sogenannte NEWTON-EULER-
Differentialgleichungssystem (vgl. Abschnitt 2.5) beschreibt die Bewegung eines starren
Korpers unter dem Einflufs von externen Kriften. Wahrend externe Einfliisse, die nicht
kontaktinduziert sind (z.B. Gravitation), auf einfache Weise in diesem Konzept bertick-
sichtigt werden konnen, stellt sich die Bestimmung von Kriften, die aus Kontaktwech-
selwirkungen resultieren, als anspruchsvolles Problem heraus. Obwohl eine realitéts-
getreue Behandlung von Kontakten fiir die Simulationsgiite von entscheidender Be-
deutung ist, sind viele Ansdtze physikalisch zu ungenau oder basieren auf dubiosen
Annahmen. Im Rahmen der Modellierung des Kontaktverhaltens wird der Trade-Off
zwischen Genauigkeit der Simulation und Laufzeitverhalten offensichtlich. Crashtestan-
wendungen im Automobilbau zeigen zwar, daff Kontaktwechselwirkungen mit Hilfe
von Finite-Elemente-Methoden (FEM) [Sha98] sehr prazise beschrieben werden konnen.
Dabei sind jedoch selbst unter Einsatz leistungsfdhigster Computersysteme keine fiir
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Abbildung 2.1 Die simulationstechnische Erfassung externer Einflufifaktoren auf die
Bewegung starrer Korper.

Simulation des dynamischen Verhaltens starrer Korper

Y L
Nichtkontaktinduzierte kontaktinduzierte
Einfliisse Einfliisse
Y * *
Newton-Euler— _ Zwangsbasierter Impulsbasierter
Differentialgleichungen | Ansatz Ansatz

Interaktion akzeptablen Simulationszeiten zu erwarten. Ist die Deformierbarkeit der
Objekte allerdings unerlafslich fiir die zu untersuchenden Fragestellungen, so gibt es
derzeit keine Alternativen zu Finite-Elemente-Methoden bzw. verwandten Ansétzen.
Falls die Objektdeformationen in der Realitdt weder sichtbar sind noch Einflufd auf das
qualitative Verhalten der Objekte haben, ist der Einsatz dieser Verfahren lediglich fiir
solche Anwendungen angezeigt, in denen die quantitative Genauigkeit der Simulations-
daten im Mittelpunkt steht und Anforderungen an die Simaultionszeit hinter diesem
zentralen Ziel zuriickstehen miissen.

Strebt man auf der anderen Seite Echtzeitabliufe an, so fiihrt kein Weg daran vorbei,
die Deformierbarkeitsannahme fallen zu lassen. Diese Einschrankung ist oft akzepta-
bel, da in vielen real motivierten Fragestellungen Koérper miteinander in Kontakt treten,
ohne daf eine Anderung ihrer Form beobachtbar ist oder sich auf ihr qualitatives Ver-
halten auswirkt. Kritisch wird die Starrheitsannahme nur dann, wenn mikroskopische
Verformungen das beobachtbare Verhalten der simulierten Koérper beeinflussen. Qua-
litativ korrekte Aussagen gentigen in vielen Anwendungen, so beispielsweise bei der
Frage, ob ein Montagevorgang durchfiihrbar ist oder nicht. Hier erwartet man statt-
dessen kurze Antwortzeiten des Simulationssystems, um den Montageprozefs oder die
zu montierenden Objekte derart zu modifizieren, dafs das gewiinschte Ziel der Mon-
tierbarkeit erreicht wird. Viele Anwendungen erfordern also Verfahren der Kontaktbe-
handlung, die echtzeitfdhige Simulationen erlauben und dennoch {iiber eine hohe phy-
sikalische Genauigkeit verfiigen. In diesem Zusammenhang haben sich zwei Ansétze
durchgesetzt, die auf vollig unterschiedlichen Kontaktmodellen beruhen und entspre-
chend diesen als zwangsbasierte bzw. impulsbasierte Simulationsmethode bezeichnet wer-
den. Der letztere Ansatz liegt dieser Arbeit zugrunde. Um die Starken und Schwa-
chen der impulsbasierten Simulationsmethode besser verstehen zu konnen, wollen wir
zundchst das zwangsbasierte Kontaktmodell und die darauf beruhenden Simulations-
verfahren erldutern. Abbildung 2.1 fat diesen Uberblick iiber das Forschungsgebiet
zZusammen.
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Abbildung 2.2 Das physikalische Konzept der Zwangskréfte.

Fi

Fc = —mg

2.2.1 Der zwangsbasierte Ansatz

Im Rahmen dieses Ansatzes werden Krifte bestimmt, die die Einhaltung bestimm-
ter Zwangsbedingungen sicherstellen und daher als Zwangskrifte bezeichnet werden.
Um das Konzept zu veranschaulichen, betrachten wir das folgende Beispiel, welches in
Abbildung 2.2 dargestellt ist:

Beispiel 2.1. Ein Ball rollt auf einer Ebene. Auf den Ball wirkt die Gravitationskraft. Die-
se Kraft wird kompensiert durch eine Zwangskraft, die die Ebene auf den Ball ausiibt.
Sie erzwingt eine Nichtdurchdringung von Ball und Ebene, indem sie betragsmafsig
der Gravitationskraft entspricht, ihr jedoch entgegengerichtet ist. O

In diesem speziellen Fall ist die Zwangskraft von der eigentlichen Bewegung des
Korpers unabhédngig, was selbstverstandlich im allgemeinen nicht gegeben ist. Das
Beispiel tduscht ein wenig tiber die Tatsache hinweg, dafy das Konzept der Zwangs-
bedingungen und der daraus resultierenden Kréfte genereller Natur ist und sich nicht
nur auf den Kontaktfall beschrankt. Betrachtet man beispielsweise gelenkig verbun-
dene Korper, so schrianken Bedingungen, die durch die Gelenke induziert werden, die
Pendelbewegung der Korper ein. Unser Interesse gilt jedoch primér der Kontaktbe-
handlung, so daff wir uns ausschliefllich mit Kontaktbedingungen und den resultie-
renden Zwangskréften beschiftigen wollen. Diese Krifte bezeichnet man daher als
Kontaktkrifte. Es lassen sich im wesentlichen zwei Ansitze zur Kontaktmodellierung
mittels Zwangsbedingungen unterscheiden. Dabei handelt es sich zum einen um die
sogenannten Penalty Methoden und zum anderen um die analytischen Methoden.

Die Penalty Methoden

Die zentrale Idee dieses Ansatzes, der auf eine Arbeit von [MW88] zurtickgeht, ist die
Einfithrung einer am Kontaktpunkt ansetzenden Feder. Diese liefert abhéngig von der
Durchdringung der kollidierenden Korper eine Federkraft, die die Objekte auseinander
driickt. Nach der Auflosung der Kollision wird die Feder wieder entfernt.

Das Verfahren ist nicht unproblematisch, wie die folgenden Uberlegungen zeigen.
Die Wahl der Federkonstanten gestaltet sich schwierig, da hier sowohl die Durchdrin-
gungstiefe der Korper, als auch der Einflufs der Kérpermassen berticksichtigt werden
mufi. Des weiteren sind hdufig grofie Federkonstanten erforderlich, die die numerische
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Abbildung 2.3 Die Entstehung neuer Kontaktbedingungen.

A\

Erster Kontaktpunkt. Zweiter Kontaktpunkt.

Stabilitdt der zugrundeliegenden Gleichungen einschranken [WGW90]. Da die Kontak-
te erst nach Feststellung einer positiven Durchdringungstiefe aufgelost werden, sind
die berechneten Kontaktkrifte im allgemeinen zu grof3. Diesen Schwachpunkten steht
gegentiber, dafy das Verfahren schnell und einfach zu implementieren ist. Es findet sei-
ne Anwendung beispielsweise im Animationsbereich, wo ein realistischer Eindruck den
gestellten Anforderungen gentigt.

Die analytischen Methoden

Die analytischen Methoden gehen im wesentlichen auf Arbeiten von LOTSTEDT [L6t81,
Lot82, Lot84] und BARAFF [Bar89, Bar92, Bar94] zurtick. Die von diesen Verfahren be-
rechneten Kontaktkrifte nehmen iiber die Bewegungsgleichungen Einflufs auf die Kor-
perbewegung im nédchsten Zeitschritt. Das Beispiel aus Abbildung 2.3 verdeutlicht das
Konzept.

Beispiel 2.2. Ein Quader wird entlang einer Ebene auf eine Wand hin geschoben. Zu-
néchst ist lediglich die Kontaktbedingung beziiglich der Ebene zu beachten. Sobald
der Quader jedoch an der Wand anstofit, muf3 ein zweiter Kontaktpunkt und somit
eine neue Kontaktbedingung berticksichtigt werden. Die beiden resultierenden Kon-
taktkréfte verursachen eine Rotationsbewegung des Korpers, falls der Quader weiter
auf die Wand zu geschoben wird. O

LOTSTEDT und BARAFF beschreiben die Kontaktbedingungen in Form eines Linea-
ren Komplementarititsproblems (LCP), dessen Losung die Kontaktkréfte F = (Fy, ..., F)T
in den k Kontaktpunkten sind. Bezeichnet d(F) = [d;(Fy,...,Fy), ..., dx(F1,..., Fk)]T

die aktuellen Kontaktdistanzen, d.h. die Abstdnde der beiden Korper in den k Kontakt-
punkten, so hat die LCP-Formulierung von BARAFF [Bar94] die folgende Form:

d(F) =AF—-b>0, F>0, F'd(F)=0. (2.1)

Dabei stellt der relative Beschleunigungsvektor d(F) eine lineare Funktion in F dar.
A und b sind durch die Kontaktgeometrie eindeutig bestimmt. Die Bedingungen
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d(F) > O und F > O stellen sicher, dafy die Korper sich im Kontaktpunkt nicht aufein-
anderzu beschleunigen und dafs die Kontaktkrafte F die Korper auseinander driicken.
Die Komplementarititsbedingung F'd(F) = 0 verhindert das Wirken einer Kontakt-
kraft zwischen zwei voneinander weg beschleunigten Kérpern. Die zentralen Fragen
in diesem Zusammenhang zielen auf die Existenz sowie die Eindeutigkeit von F. Falls
keine Reibung berticksichtigt wird und keine Kontaktdegeneration vorliegt, so hat das
LCP 2.1 stets eine eindeutige Losung [Bar92].

Ein grofier Nachteil der LCP-Formulierung besteht darin, daff die Kontaktbedin-
gung d(F) > 0, welche die Nichtdurchdringbarkeit der Korper garantiert, aufgrund
der Zeitdiskretisierung nicht exakt eingehalten werden kann. Die Akkumulation die-
ses Fehlers erweist sich als ernsthaftes Problem. Um diesen Nachteil zu beseitigen wird
in [BS98a, SS98a] die Formulierung eines nichtlinearen Komplementarititsproblems (NCP)
vorgeschlagen:

d(F)>0, F>0, F'd(F)=0. (2.2)

Die Abhédngigkeit der Kontaktdistanzen d von den ermittelten Kraften kann selbstver-
standlich nicht mehr als lineare Funktion dargestellt werden.

Zur Losung des NCPs bieten sich zwei Vorgehensweisen an. Mit Hilfe der FISCHER-
Funktion ¢ : R? = R, (a,b) = v/aZ+ bZ — a — b, die die Eigenschaft

¢(a,b)=0 < a>0, b>0, ab=0.

erfiillt, kann die Losung des Ungleichungssystems 2.2 auf die eines Gleichungsystemes
reduziert werden [Kan96]: Alternativ dazu kann das NCP linearisert [ST95, SS98a] und
mit Hilfe des Lemke Algorithmus’ [Lem65, CPS92] oder Feasible-Interior-Point-Methoden
gelost werden [TPL96]. Benutzt man ein Fixpunkt-Iterationsschema, so konvergiert die
Folge von LCPs im allgemeinen schnell gegen die gesuchte Losung des NCPs.

Das Coulomb-Gesetz (vgl. Abschnitt 5.1.3) erlaubt die Berticksichtigung von Gleit-
und Haftreibung in der LCP- bzw. NCP-Formulierung. Dazu wird der Reibungske-
gel, der im Fall von Haftreibung zu betrachten ist, linear approximiert. Diese Facettie-
rung ist im Rahmen der LCP- bzw. der linearisierten NCP-Formulierung unumgang-
lich [SS98a]. Im Reibungsfall ist weder die Existenz noch die Eindeutigkeit von F ga-
rantiert.

Als potentielles Problem dieser Verfahren gilt die Abhdngigkeit von temporéarer Ko-
hérenz (vgl. Abschnitt 2.6.4). Mangelnde Eindeutigkeit der Kontaktkréfte im Fall dege-
nerierter Kontaktsituationen sowie bei der Berticksichtigung von Reibung erfordern die
Betrachtung von Losungen aus vorangegangenen Zeitschritten. Echtzeitfadhige Berech-
nung der Kontaktkréfte erzwingt ein Zwischenspeichern der Kréfte, da es sich dabei
um gute Startwerte fiir die Nullstellensuche in der nédchsten Iteration handelt.

38



2.2 Einfiihrung in die Berechnung der Kollisionsdynamik starrer Kérper

2.2.2 Der impulsbasierte Ansatz

Die impulsbasierte Simulationsmethode geht auf die Arbeiten von KELLER [Kel86] und
HAHN [Hah88] zuriick. Entscheidende konzeptionelle Verbesserungen lieferten MIR-
TICH und CANNY [MC95, Mir95]. Eine vollstindige und integrierte Darstellung der
einzelnen Beitrdge findet sich in der Dissertation von MIRTICH [Mir96b].

Im Rahmen der impulsbasierten Simulation werden alle Kontaktformen als Kolli-
sionen in einem einzigen Kontaktpunkt (Einpunktkontakte) behandelt. Eine Kollision
ist ein punktuelles Ereignis auf der Zeitgeraden. Zwischen zwei Kollisionszeitpunk-
ten bewegen sich die Kérper auf sogenannten ballistischen Trajektorien, d.h. auf kollisi-
onsfreien Bewegungsbahnen, die ausschlieslich durch Gravitation beeinflufit werden.
Die ballistischen Bewegungsbahnen haben also eine zeitliche Ausdehnung und wer-
den lediglich durch Kollisionen infinitesimal kleiner Dauer unterbrochen. Falls ein Korper
mehr als einen Kontaktpunkt mit anderen Objekten besitzt, wird diese Situation als
eine zeitliche Folge von Einpunktkontakten modelliert. Permanenter Kontakt, wie er
zwischen zwei Objekten auftritt, die aufeinander liegen,gleiten oder rollen, kann als
eine hochfrequente Folge extrem schwacher Kollisionen, den sogenannten Mikrokolli-
sionen aufgefafit werden. Der impulsbasierte Ansatz verzichtet bewufit auf jede Form
von Zwangsbedingungen. Lokale Informationen im Kontaktpunkt bestimmen die Be-
handlung einer Kollision. Das Paradigma der impulsbasierten Kollision lautet daher:

Makroskopisch korrektes Verhalten ist das Ergebnis einer prazisen Behand-
lung der Kollisionen im Kontaktpunkt (mikroskopisches Verhalten).

Eine Kollision wird aufgelost, indem ein Paar betragsmaifiig identischer, jedoch ein-
ander entgegengerichteter Impulse berechnet wird. Diese Kollisionsimpulse verhindern
eine Durchdringung der beiden Korper, falls sie auf die Kollisionspartner angewendet
werden. Impulse besitzen dabei die Eigenschaft, die Geschwindigkeiten der Korper
unmittelbar zu verdndern, so daf$ sich die kollidierten Korper nach der Kollisionsauf-
16sung wieder auf ballistischen Bahnen bewegen.

Zur Berechnung der Impulse wird die Kollision, welche im impulsbasierten Kon-
taktmodell eine infinitesimal kleine Dauer besitzt, ,unter der Lupe” einer geeigneten
Parametrisierung betrachtet. Unter Berticksichtigung von Reibung und Elastizitat der
Korper ergibt sich ein Differentialgleichungssystem, das die Anderung der Kollisions-
impulse tiber die beiden Phasen einer Kollision beschreibt. Entsprechend dem Ela-
stizitdtskonzept unterscheidet man die Kompressionsphase, in der die Objekte sich zu-
sammendriicken und kinetische Energie in den beiden Korper gespeichert wird, und
die Riickstellungsphase, in der die Objekte unter Energiertickgabe ihre urspriingliche
Form wiedergewinnen. Als Reibungsmodell wird das empirische Modell von CoOuU-
LOMB (vgl. Abschnitt 5.1.3) zugrunde gelegt. Plastizitdt und Reibung fiihren zu Ener-
gieverlusten innerhalb des Simulationssystems. Energiegewinne sind im Gegensatz zu
anderen Modellen, wie beispielsweise dem der Penalty-Methoden aus Abschnitt 2.2.1,
nicht moglich, was fiir die Plausibilitdt des impulsbasierten Ansatzes spricht. Mit Hil-
fe der berechneten Kollisionsimpulse konnen prinzipiell auch Kontaktkréfte bestimmt
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Abbildung 2.4 Der impulsbasierte Ansatz zur Dynamiksimulation.
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werden, falls diese fiir haptisches Feedback benotigt werden. Dazu sind lediglich die
Kollisionsimpulse innerhalb eines Zeitintervalls aufzusummieren und durch die Lange
des Intervalls zu dividieren. Abbildung 2.4 verdeutlicht die Charakteristika des Mo-
dells.

Zur Umsetzung des Ansatzes benétigen wir somit ein Modul zur

o Bewegungsdurchfiihrung (Abschnitt 2.5)
Die Aufgabe der Bewegungsdurchfiihrung ist die Ermittlung und Entwicklung
des Dynamikzustandes innerhalb der ballistischen Bewegungsphase aller Korper.
Durch Integration der Bewegungsgleichungen (NEWTON-EULER-Differentialglei-
chungssystem) lassen sich alle kinematischen Daten der Kérper wihrend dieses
Zeitintervalls bestimmen.

o Kollisionserkennung (Kapitel 3 und 4)
Die Kollisionserkennung bestimmt die Dauer der ballistischen Phase und 15st die
Kollisionsauflosung aus, sobald zwei Koérper miteinander kollidieren.

e Kollisionsauflosung (Kapitel 5)
Das Kollisionsauflosungssystem berechnet im Fall einer Kollision die Kollisions-
impulse und wendet diese auf die Kollisionspartner an.
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2.2 Einfiihrung in die Berechnung der Kollisionsdynamik starrer Kérper

Abbildung 2.5 Das klassische Beispiel fiir die Arbeitsweise der impulsbasierten Simu-
lationsmethode.
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2.2.3 Vergleich der Ansitze

Um die Unterschiede zum zwangsbasierten Ansatz besser herausstellen zu konnen, be-
trachten wir das klassische Beispiel fiir die Arbeitsweise der impulsbasierten Methode
in Abbildung 2.5.

Beispiel 2.3. Eine Kugel rollt eine Rampe hinauf, hebt von dieser ab, springt mehrfach
auf die Ebene und rollt schliefslich aus. In dem Moment, in dem die Kugel die Rampe
verldf3t, tritt sie in eine ballistische Bewegungsphase ein. Gravitation ist der einzige
externe Einflufifaktor auf die Bewegung, so dafl die Kugel schliefslich wieder auf der
Ebene auftrifft. Die Kollision wird durch die Berechnung und Anwendung der Kollisi-
onsimpulse aufgelost. Elastizitdtseigenschaften beeinflussen die Impulse dabei derart,
daf} die Kugel nach der Kollision hochspringt und eine neue ballistische Trajektorie bis
zum néichsten Kollisionszeitpunkt durchlduft. Energieverluste fiihren im folgenden zu
immer kiirzeren und flacheren ballistischen Bahnen. Wenn die Kugel auf der Ebene zu
rollen beginnt, sind die kollisionsfreien Phasen derart kurz und die Trajektorien derart
flach, daff man die Bewegung als permanenten Kontakt wahrnimmt. O

Im Gegensatz zur zwangsbasierten Simulationsmethode wird zu keinem Zeitpunkt
eine Kontaktbedingung formuliert, die die Bewegungsgleichungen im nédchsten Zeit-
schritt einschrankt. Die Einhaltung der makroskopischen Zwangsbedingung, der Nicht-
durchdringung von Ball und Ebene/Rampe ist das Ergebnis der Auflosung einzelner
Kollisionen sowie der Auswertung der Bewegungsgleichungen fiir die dazwischen-
liegenden, kollisionsfreien Bewegungsbahnen. Alle Kontaktformen konnen daher auf
ein- und dieselbe Weise behandelt werden. Es ist nicht erforderlich, Unterscheidun-
gen zwischen plastischen/elastischen Stofsen sowie Gleit-, Roll- oder Haftvorgidngen
zu treffen, was selbstverstiandlich eine Erkennung der jeweiligen Kontaktform auf ma-
kroskopischer Ebene voraussetzen wiirde. Die uniforme Behandlung aller Kontaktformen
und die daraus resultierende Einfachheit des Verfahrens ist gleichzeitig die Schwache
des Ansatzes. Die grofie Zahl aufzulosender Kollisionen im Fall von ruhenden und glei-
tenden Korpern macht die impulsbasierte Methode in solchen Situationen ineffizient.
Hier stellt das zwangsbasierte Modell die natiirlichere Beschreibung des Kontaktver-
haltens dar. Dies gilt ebenso fiir den Fall von Mehrpunktkontakten, die der impuls-
basierte Ansatz nur unbefriedigend behandelt. Ein scheinbar chaotisches Verhalten,
wie es beispielsweise eine Menge von Miinzen aufweist, die auf eine Ebene fallen,
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Tabelle 2.1 Bewertung von zwangsbasiertem und impulsbasiertem Ansatz

Kriterium impulsbasierter Ansatz ~ zwangsbasierter Ansatz
Plastische Stofse ++ ++
Elastische Stofe ++ ~!
Gleitbewegung + ++
Haftbewegung O ++
Rollbewegung -2 —2
Kohirenzabhingigkeit ++ O
Mehrpunktkontakte — ++
Physikalische Validitit + ++3/0*
Implementierbarkeit ++ +
Robustheit ++ +
Parallelisierbarkeit ++ ++

ist aufgrund mangelnder Kohiirenz und permanent wechselnder Kontaktbeziehungen durch
zwangsbasierte Verfahren kaum zu beschreiben. Hier spielt die impulsbasierte Me-
thode ihre Starken aus. Es ist offensichtlich, dafl die Vorziige der beiden Ansitze exakt
komplementir liegen. Obwohl es sich um ganzheitliche Konzepte handelt, entscheidet
die Anwendung, welches Modell die natiirlichere Beschreibung und somit effizientere
Simulation ermoglicht. Eines der grofien offenen Probleme im Bereich der Simulati-
on starrer Korper ist das Design und die Implementierung eines hybriden Systems, das
beide Ansdtze kombiniert. Unabhédngig von diesen inhédrenten Vorziigen bzw. Nach-
teilen der Ansétze spricht fiir die impulsbasierte Simulation die einfache Integration des
Reibungsmodells sowie des Elastizititskonzeptes. Die analytischen zwangsbasierten Ansét-
ze miissen in diesem Zusammenhang Probleme wie beispielsweise die Unbestimmtheit
von Kontaktkriften oder gar die Frage nach deren Existenz 16sen. Zudem werden die
Modellformulierungen unter Beriicksichtigung dieser Erweiterungen komplexer, wie
die Linearisierung des Reibungskegels zeigt. Dies hat selbstverstandlich Einflufs auf
Laufzeit und Robustheit der Verfahren. Was die Parallelisierbarkeit der Verfahren betrifft,
so spricht die Entkoppelung der Korper fiir den impulsbasierten Ansatz. Die Trajektori-
en der Korper in der ballistischen Bewegungsphase konnen unabhéngig voneinander
ermittelt werden. Dies erlaubt, grofle Zeitschritte durch parallele Berechnungen ohne
Interprozessorkommunikation zu iiberbriicken. Der zwangsbasierte Ansatz betrachtet
die Korper nicht derart isoliert, so dafs Parallelisierungsmoglickeiten an anderer Stelle
gesucht werden miissen. Hier bieten sich in besonderem Mafle die Verfahren zu Lo-
sung der LCPs bzw. NCPs an.

Tabelle 2.1 versucht, die Verfahren hinsichtlich der erwidhnten Kriterien zu bewer-

!Derzeit nicht realisiert, konzeptionell jedoch moglich.

*Derzeit vom Reibungsmodell nicht erfa3t, konzeptionell jedoch moglich.
*Falls keine Reibung vorliegt.

*Existenz und Eindeutigkeit der Kontaktkrifte bei Reibung nicht garantiert.
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ten. Sie verzichtet auf Aussagen iiber das Laufzeitverhalten, da dieses in entschei-
dendem Mafle durch die Anwendung bestimmt wird. In [SSL98] haben wir jedoch
gezeigt, dafs die Verfahren selbst unter Berticksichtigung von Reibung den gestellten
Echtzeitanforderungen geniigen.

2.3 Das physikalische und geometrische Modell des starren
Korpers

Da wir uns fiir das dynamische Verhalten realer Objekte interessieren, miissen wir der
Simulation ein physikalisches Korpermodell zugrunde legen. Physikalisches Verhalten hat
seine Ursache im Verhalten auf atomarem Niveau. Dieser Tatsache konnten wir Rech-
nung tragen, indem wir reale Korper als ein System von einzelnen Massenpunkten auf-
fassen und die Beschreibung des physikalischen Verhaltens auf die Gesetzmafligkeiten
der klassischen Mechanik fiir einzelne Massenpunkte herunterbrechen. Bei einem ma-
kroskopischen Festkorper mit seinen 102 Teilchen pro cm? [SSL98] ist ein solches Kon-
zept eher fragwiirdig. Da wir nicht an mikroskopischem Verhalten interessiert sind,
bietet es sich an, den Korper aus einem makroskopischen Standpunkt als ein Ganzes an-
zusehen. Dies ist eine Idealisierung, die eine mathematische und damit auch rechnerge-
stiitzte Behandlung der gestellten Probleme erst ermdglicht. In Abschnitt 2.2 haben wir
bereits erldutert, dafi die Forderung nach einem interaktiven Simulationssystem und
den dazu erforderlichen Echtzeitabldufen weitergehende Einschrankungen erzwingen,
die sich in dem Modell des starren Korpers wiederspiegeln. Aus der physikalischen Be-
trachtungsweise ist ein starrer Kérper ein System von Massenpunkten, deren Abstiande
im Zeitablauf konstant bleiben [Fli9]. Starre Korper sind somit per (physikalischer)
Definition nicht deformierbar. Diese Einschrankung erlaubt somit nur solche Objekte zu
simulieren, deren Oberflichendeformationen fiir den Beobachter nicht von Interesse
und fiir das physikalische Verhalten vernachlédssigbar sind. In [SSL98] haben wir je-
doch festgestellt, dafs selbst schwierig zu erkldrende, physikalische Phanomene trotz
dieser Idealisierung nachvollzogen werden konnen.

Dem physikalischen Modell des starren Korpers wollen wir einige mathematische
Forderungen hinzufiigen, die sich unmittelbar aus den Eigenschaften realer Korper ab-
leiten lassen. Aus mathematischer Sicht stellt ein Koérper K zundchst eine Punktmenge
dar, die einer zeitlichen Verdnderung unterworden ist. Die Zeitabhédngigkeit beschrei-
ben wir durch eine Parametrisierung der Ortsvektoren x(t) aller Punkte x € K. Wir
konnen nun eine mathematische Definition des starren Korpers geben:

Definition 2.1 (Starrer Korper). Eine Punktmenge K C R3 heift starrer Korper, falls sie
die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. K ist kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrankt,
2. K ist zusammenhdngend,

3. K =int(K),
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4. Vx,y e K: 6(x(t),y(t)) = const.

Dabei bezeichnet int(K) das Innere der Menge K und A = A U DA den Abschlufl der
Menge A mit Rand 0A. O

Forderung 3 stellt dabei sicher, dafd der starre Koérper nicht zu einer Flache, einem
Liniensegment oder einem Punkt entartet. Im folgenden werden wir die Begriffe Kor-
per, starrer Korper und Objekt synonym verwenden.

Die Repriisentation des Korpers hat grofen Einflufs auf die Einsatzmoglichkeit und die
Effizienz bestimmter Algorithmen. Dies betrifft nicht nur die in dieser Arbeit zu ent-
wickelnden Kollisionserkennungsverfahren, sondern vor allem Algorithmen, die fiir
die Visualisierung der Korper verantwortlich sind. Schnelle Rendering-Algorithmen
setzen beispielsweise triangulierte, polygonale Oberflachen voraus [Sch99]. In unserer
Simulation wollen wir starre Korper durch Polyeder approximieren. Aufgrund planarer
Begrenzungsfliachen sind sie leicht reprasentierbar und algorithmisch gut zu handha-
ben. Daneben existieren effiziente Triangulierungsverfahren fiir Polyederoberflachen
als Bestandteil der bekannten Visualisierungbibliotheken. Die Einschrankung auf Poly-
ederapproximationen gefdhrdet nicht die Giite der Simulationsdaten, da starre Korper
beliebig genau angendhert werden konnen. Wir werden spéter sehen, dafy das Innere
des Korpers fiir unsere Uberlegungen von geringem Interesse ist, so da} wir den Kor-
per durch eine Beschreibung seines Randes 0/ reprasentieren wollen (boundary repre-
sentation). Fiir Anwendungen, in denen das Korpervolumen eine entscheidende Rolle
spielt, bieten sich dagegen volumenbasierte Korperreprasentationen (volume represen-
tation) an [NABS86]. Die Randreprésentation oder b-rep umfafit alle topologischen und
geometrischen Informationen tiber den Rand des Korpers. Die Oberflichenelemente
des Korpers K setzen sich zusammen aus der Menge der Eckpunkte oder Knoten V(K),
der Kantenmenge £(K) sowie der Flichenmenge F(K). Zur Beschreibung der Topologie
miissen die Inzidenzbeziehungen zwischen allen Oberflachenelementen reprasentiert
werden. Die Geometrie wird dagegen durch Angabe der kartesischen Koordinaten aller
Eckpunkte festgelegt. Daneben ist es aus Effizienzgriinden erforderlich, Zusatzinfor-
mationen tiber die Oberfldchenelemente zu repréasentieren, wie beispielsweise die Fla-
chennormalen. Beim Aufbau der Randreprésentation miissen einige topologische und
geometrische Eigenschaften sichergestellt werden, die unter anderem von Algorithmen
zur Bestimmung physikalischer Eigenschaften wie Masse und Tragheitsmomente vor-
ausgesetzt werden:

o 2-Mannigfaltigkeit:
Nach [Hof89] ist 0K eine 2-Mannigfaltigkeit, wenn die folgende Eigenschaft er-
tallt ist:

Vx € 0K Je : Ug(x) N K ist topologisch dquivalent zu einer Kreisscheibe
&= 3 Bijektion zwischen U, N K und der Menge {y € R?||jy[| < 1} .

Im Fall einer Randreprasentation 143t sich die Bedingung leicht tiberpriifen: Jede
Kante muf$ inzident zu genau zwei Fliachen sein.
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o Abgeschlossenheit:
Diese Eigenschaft ist verletzt, wenn es eine Kante gibt, die nur zu einer Fldche
inzident ist.

e QOrientierbarkeit:
Die Kanten einer Flache miissen so gerichtet sein, daf bei einem Umlauf des Po-
lygons jede Kante genau einmal besucht wird. Eine Kante mufs in den beiden
Flachen, zu denen sie inzident ist, entgegengerichtet sein.

Als geometrische Voraussetzung fordern wir, dafs alle Flichen planare Polygone dar-
stellen. Dazu miissen wir iiberpriifen, ob alle Eckpunkte innerhalb der Ebene liegen,
die durch den Normalenvektor der Flache definiert wird. Der Test kann durch Einset-
zen der Eckpunkte in die Ebenengleichung absolviert werden. Auf die Beschreibung
der b-rep Datenstruktur wollen wir verzichten, da die hier vorgestellten Algorithmen
auf einem abstrakteren Niveau beschrieben sind. Einen Uberblick iiber verschiedene
Konzepte findet man in [Zac94]. Wir wollen beziiglich der Datenstruktur lediglich an-
nehmen, daf$ alle inzidenten Kanten eines Knotens sowie alle Kanten einer Fldche in
Linearzeit aufgezahlt werden konnen.

2.4 Das geometrische Bewegungsmodell des starren Koérpers

Da wir uns zur Aufgabe gestellt haben, das Verhalten von Systemen starrer Korper zu
simulieren, miissen wir die Bewegung der Kérper im Raum beschreiben konnen. Dies
setzt voraus, dafs wir den Ortsvektor jedes Punktes x € K zu einem beliebigen Simulati-
onszeitpunkt spezifizieren konnen. Die Bewegung eines starren Korpers 1af3t sich somit
als eine kontinuierliche Transformation der Punktmenge im Zeitablauf auffassen.

2.4.1 Bewegungen als Spezialfall affiner Abbildungen

Bereits unser Korpermodell verbietet es uns, beliebige Transformationen auf der da-
mit verbundenen Punktmenge vorzunehmen. Dariiber hinaus haben wir eine intuitive
Vorstellung davon, welche Abbildungen zulissige Bewegungen der Korper darstellen. In
diesem Abschnitt wollen wir die Transformationen charakterisieren, die unserem Ver-
stindnis des Bewegungsbegriffes entsprechen.

Da die Oberflichenelemente der Randreprésentation Teilmengen affiner Teilridume
darstellen, diirfen wir nur solche Abbildungen erlauben, die affine Kombinationen un-
verdndert lassen. Dabei handelt es sich um die sogenannten affinen Abbildungen.

Definition 2.2. Affine Abbildung Sei A € R3*3, a € R3, dann heifit die Abbildung

a:RP - R3

X — Ax+a

eine affine Abbildung des R? in sich. O
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Die Starrheitseigenschaft der Korper setzt zudem voraus, dafs die Transformationen
lingenerhaltend oder kongruent sind.

Lemma 2.1 (Kongruenz affiner Abbildungen). Eine affine Abbildung « : R3 — R3,
x — Ax + aist genau dann kongruent, wenn A eine orthonormale Matrix ist, d.h. wenn
ATA = Eilt.

Beweis. o ist kongruent, falls ||a(x) — «(y)|| = |x —y|| fiir alle x,y € R3 ist. Fiir zwei
beliebige Vektoren x,y € R3 gilt nun:
Jec(x) — x(y)|| =[x —y]
= x-yATAx—y)=x-y'(x—y)
= (x-y)"(ATA-E)(x—y)=0.

Diese Bedingung ist offensichtlich genau dann erfiillt, wenn ATA = E gilt. O

Aus der Orthonormalititseigenschaft von A folgt weiter, daf8 « bijektiv und winkeler-
haltend ist. Um Spiegelungen (Umlegungen) auszuschliefsen, fordern wir schliefslich, daf3
stets det(A) = 1 gilt. Diese Einschrankungen erlauben die Definition der sogenannten
eigentlichen Bewegungen.

Definition 2.3 (Eigentliche Bewegungen). Eine kongruente Abbildung « : R3 — R3,
x — Ax + aheifst eigentliche Bewegung, falls det(A) =1 gilt. O
Die Euklidische Bewegungsgruppe

Die eigentlichen Bewegungen konnen entsprechend unserer Intuition hintereinander
ausgefiihrt werden. Das Ergebnis ist wieder eine eigentliche Bewegung.

Definition 2.4 (Hintereinanderausfiihrung affiner Abbildungen). Seien 3,y affine
Abbildungen mit

p:R> 5 R3 x+— Bx+b,
y:R3 —>R3, x— Cx+c.

Dann heifst die affine Abbildung « : R3 - R3 x — Ax+a, mitA := CBund a := Cb+c
die Hintereinanderausfiithrung von 3 und y in dieser Reihenfolge. O

Das folgende Lemma ist nun leicht einzusehen.

Lemma 2.2 (Die Euklidische Bewegungsgruppe). Die Gesamtheit aller eigentlichen Be-
wegungen bildet beziiglich der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe, die man Euklidische
Bewegungsgruppe nennt.

Falls es nun eine ausreichend kleine Anzahl von eigentlichen Bewegungen gibt, so
dafd deren Hintereinanderausfiihrung die vollstindige Gruppe erzeugt, dann haben
wir eine einfache Moglichkeit zur Beschreibung der von uns erlaubten Bewegungen
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2.4 Das geometrische Bewegungsmodell des starren Kérpers

Abbildung 2.6 Drehung eines Punktes x um eine Ursprungsachse in Richtung des Ein-
heitsvektors v um den Winkel ¢.

starrer Korper gefunden. Wir wollen zundchst zwei wichtige Vertreter der Euklidi-
schen Bewegungsgruppe vorstellen.

1. Die Translation

Definition 2.5 (Translation). Sei t € R3, dann heifit die Abbildung:

R - R3

X = x4+t

Translation des R3 um den Translationsvektor t.

2. Die Rotation

Wir wollen zundchst die Abbildung p charakterisieren, die einen Punkt x € R3 um
eine Ursprungsgerade g mit normiertem Richtungsvektor v dreht. Den orientierten
Drehwinkel bezeichnen wir mit . Dann ist f = (vIx)v = (vwT)x der Lotfu8punkt von
x auf g. Der Vektor s = v x (x — f) steht senkrecht auf v und x — f. Aus Abbildung 2.6
ist ersichtlich, dafs p(x) folgendermaflen dargestellt werden kann:

p(x) = 4+ (x— f)coscp—i—ssm(p
= (Wx)v+ [x— (vx)v]cos @ +v x [x — (vVIx)v] sin @

T
= coscpx+(1—coscp)(v X)v +sin @ (v x x)
= cos@x+ (1—cos@)(vwh)x +sing (v xx).
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Schreiben wir das Kreuzprodukt v x x als Matrix-Vektorprodukt v*x, so erhalten wir:

p(x) = [cos<pE—|—(1—coscp)WT—l—sinq)VX}x
- RV,(va

mit Ry ¢, := cos @ E + (1 — cos @)vv! + sin @ v*.
Diese Gleichung wird auch als Formel von RODRIGUES bezeichnet.

Definition 2.6 (Rotation). Die Abbildung

p:R3 — R3

X = Ry px

wird als Rotation mit Drehwinkel ¢ um die durch den normierten Richtungsvektor v
definierte Ursprungsgerade bezeichnet. O

Lemma 2.3. Bei den in 2.5 bzw. 2.6 definierten Abbildungen Translation und Rotation handelt
es sich um eigentliche Bewegungen.

Beweis. Translation und Rotation sind offensichtlich affine Abbildungen. Um dies ein-
zusehen, setzt man im Fall der Translation A := E und a := t bzw. fiir die Rotation
A = Ry, und a := 0. Die Kongruenzeigenschaft ist im Fall der Translation trivialer-
weise erfiillt, da E'E = E gilt. Auch die Rotation ist langenerhaltend, wie man leicht
einsieht:

Ry Rve = [cos@E+(1—cosp)w! —sinev ]T

= [cos@E+ (1—cos¢)vv ] — (sin @ v*)?

2

( Jvv

[cos @ E+ (1 —cos @)vw! +sin @ v*]
( )
( ) E

= cos?@E+ (1 —cos@)?w! +2cos ¢(1 —cos @)vw! —sin? ¢ (v —E)

= E.

Dabei haben wir verwendet, daf (vwT)? = wT, v*(vwT) = 0 und v*v* = wT — E gilt.
Die Auswertung der Determinante von Ry ¢, liefert schliefslich det(Ry ) = det(E) =1,
was unsere Behauptung beweist. O

2.4.2 Die Darstellung eigentlicher Bewegungen durch Translation und
Rotation

Wir wollen im folgenden zeigen, dafs die vollstindige Euklidische Bewegungsgruppe
durch die beiden Vertreter Translation und Rotation erzeugt werden kann.

Definition 2.7 (Fixpunkt und nullfixe Abbildung). Ein Punkt x heifst Fixpunkt einer
affinen Abbildung o : R3 — R3, x — Ax + a, wenn x = Ax + a gilt.

Ist der Fixpunkt der Koordinatenursprung, d.h. x = Ax, dann heifit die affine Abbil-
dung nullfix. O
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2.4 Das geometrische Bewegungsmodell des starren Kérpers

Abbildung 2.7 Fall 1: Losungsmenge ist Fixgerade durch den Ursprung mit Richtungs-
vektor v.

O o

Die Definition erlaubt die Formulierung eines leicht einzusehenden Darstellungs-
satzes fiir affine Abbildungen.

Lemma 2.4 (Darstellung affiner Abbildungen). Jede affine Abbildung ist die Hintereinan-
derausfiihrung einer nullfixen Abbildung und einer Translation.

Der folgende Satz liefert schliefslich das gesuchte Resultat.
Satz 2.5. Eine nullfixe eigentliche Bewegung ist eine Rotation um eine Ursprungsgerade.

Beweis. Die Fixpunkte der nullfixen eigentlichen Bewegung « erfiillen das lineare Glei-
chungssystem (A — E)x = 0.
1.Fall: rang(A —E)=2

In diesem Fall stellt die Losungsmenge eine Fixgerade g durch den Ursprung mit
Richtungsvektor v dar. Wir betrachten zwei Ebenen Z; und I, die g in den Punk-
ten f; und f, senkrecht schneiden. Abbildung 2.7 veranschaulicht die Situation. Sei
x1 € L1 mit X7 # f1. Da «(f1) = f1 und «(f;) = f; gilt und & winkelerhaltend ist
folgt <t(x1, f1,f2) = <(«(x1), f1, f2) und somit x(x1) € Z;. Aufgrund der Langenerhal-
tung von « gilt weiter ||(x1 — f1)|| = ||x1 — f;||. Die Einschrankung von « auf X ist
offensichtlich eine Rotation um g durch einen Winkel ¢1. Analog sehen wir, dafd die
Einschrankung von « auf X, eine Rotation um den Drehwinkel ¢, darstellt.

Es bleibt zu zeigen, dafs ¢1 = ¢, gilt. Dazu nehmen wir an, daf8 x, die Projektion
parallel zu g auf L, ist. Die Kongruenzeigenschaft von « liefert nun: |x; — fi|| =
Ix2—T2|| = [|(x1) — 1] = [|x(x2) = 2| und ||x1—%2| = [Jx(x1) — x(x2)]|. Aufgrund
der Parallelitdt von X7 und X, gilt schlieflich: ||x; — a(x1)|| = |[x2 — «(x2)]|. Somit sind
die Dreiecke A(x1, f1, x(x1)) und A(x2, f2, a(x2) kongruent und ¢ = @>.

2.Fall rang(A—E)=1
Die Losungsmenge beschreibt eine Fixebene ~ = {x eER3x =AW+ puw,vweR3 e
R, [[v|| = |lw|]| = 1}. Seix ¢ £ und f die senkrechte Projektion von x auf £. Aufgrund
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der Winkel- und Langenerhaltung von « gilt, dafs «(x) — f senkrecht auf X steht und
|x —f|| = ||x(x) — f||. Daher ist « entweder eine Spiegelung an X oder die Identitdt. Da
eine Spiegelung keine eigentliche Bewegung darstellt, folgt unsere Behauptung auch
fiir diesen Fall.

3.Fall rang(A—E)=0
In diesem Fall gilt A = E. Die nullfixe eigentliche Bewegung ist also die Identitdt und
somit eine Rotation. O

Korollar 2.6. Jede von uns erlaubte Bewegung eines starren Korpers kann durch die
Hintereinanderausfithrung einer Rotation um eine Ursprungsgerade und einer an-
schlieffenden Translation dargestellt werden.

2.5 Das physikalische Bewegungsmodell des starren Korpers

In diesem Abschnitt werden wir die Bewegung des starren Korpers aus der physikali-
schen Perspektive betrachten und dabei sehen, dafs die geometrische und physikalische
Bewegungsbeschreibung dquivalent sind. Ausgehend von der geometrischen Definiti-
on des starren Korpers und einigen intuitiven Vorstellungen hinsichtlich des Bewe-
gungsbegriffes haben wir im vorangegangenen Abschnitt eine Teilmenge der affinen
Abbildungen, die sogenannten eigentlichen Bewegungen, als zuldssige Bewegungstrans-
formationen identifiziert. Das Teilgebiet der Mechanik, das sich mit der Beschreibung
der Korperbewegungen beschiftigt, ist die sogenannte Kinematik. Sie grenzt sich auf
diese Weise von der Dynamik ab, die nach den physikalischen Gesetzen fragt, die der
Korperbewegung zugrundeliegen. Wir wollen in diesem Abschnitt eine Einfiihrung in
beide Teilgebiete geben, mit dem Ziel der Herleitung eines Differentialgleichungssy-
stems zur Beschreibung der Bewegung starrer Korper unter dem Einflufd von Kraften.
Diese Fragestellung ist, wie wir bereits in Abschnitt 2.4 angemerkt haben, gut verstan-
den und somit Gegenstand der Standardliteratur zur klassischen Mechanik. Wir wollen
uns hier an einer Ubersichtsdarstellung von BARRAFF [Bar97] orientieren, die die rele-
vanten physikalischen Grofien und ihre Beziehungen vorstellt und dabei die Analogie
von translatorischer und rotatorischer Bewegungskomponente des starren Korpers her-
ausstellt. Dabei beginnen wir mit der Kinematik, die die Bewegung starrer Koérper im
Rahmen der Theorie relativ zueinander bewegter Bezugssysteme beschreibt.

2.5.1 Position und Orientierung

Bewegung ist ein relativer Begriff, so daf es Sinn macht, Bewegungen relativ zu einem
Bezugssystem wie beispielsweise dem Raum, in dem wir uns befinden, zu definieren.
Durch Einfithrung von Ortskoordinaten entsteht aus dem Bezugssystem ein Koordi-
natensystem. Koordinatensysteme spielen daher in der Bewegungsbeschreibung eine
entscheidende Rolle.

Definition 2.8 (Koordinatensystem). Sei A = {ay, a,, a3} eine Orthonormalbasis des
R3 mit det(aj, a,a3) = 1 und sei o0 € R3. Dann bezeichnen wir (A, o) als Koordi-
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natensystem mit Ursprung o und Koordinatenrichtungen a;, a; und az. Die Matrix
R = [a1, az, a3] heifit Orientierungsmatrix von (A, o). O

Zur Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers fithren wir das sogenannte
Weltkoordinatensystem O = (E, 0) ein, dessen Koordinatenrichtungen E = {e1, e2, e3} die
Standardbasis des R3 bilden und dessen Ursprung durch den Nullvektor beschrieben
wird. Daneben betrachten wir das Korperkoordinatensystem B = (B, ¢) mit Orthonormal-
basis B = {b1, b2, bz}, das fest im Schwerpunkt ¢ des Korpers verankert ist und sich re-
lativ zum raumfesten Weltkoordinatensystem bewegt. Den Begriff des Schwerpunktes
werden wir spdter definieren. Es geniigt an dieser Stelle, ihn sich als ausgezeichneten
Punkt im geometrischen Zentrum des Korpers vorzustellen. Die Orientierungsmatrix
R = [bq, by, bs] driickt somit die Basisvektoren von B in Weltkoordinaten aus. Im fol-
genden werden wir jeden Vektor beziiglich O interpretieren und explizit das Subskript
B verwenden, wenn wir den Vektor im Korperkoordinatensystem ausdriicken wollen.

Aufgrund dieser Vereinbarungen kann jeder in Korperkoordinaten ausgedriickte
Punkt x5 einem Punkt x im Weltkoordinatensystem entsprechend der folgenden Bezie-
hung zugeordnet werden:

x=Rxp+c.

Diese Abbildung stellt offensichtlich eine eigentliche Bewegung entsprechend Definiti-
on 2.3 dar und kann als starre Transformation des Weltkoordinatensystems in das Kor-
perkoordinatensystem interpretiert werden: R = Ry  beschreibt dabei eine Rotation
mit Drehwinkel ¢ des Weltkoordinatensystems um eine Ursprungsachse v und c die
anschlieflende Translation des rotierten Systems. Selbstverstandlich sind R und ¢ im
Rahmen der Bewegungsbeschreibung zeitabhingig. Wir wollen jedoch aus Griinden
der Ubersichtlichkeit den Zeitparameter t nicht explizit mitfiihren. Den Schwerpunkt-
vektor ¢ bezeichnen wir als Position des Korpers IC und R als dessen Orientierung. Die
Lage des starren Korpers kann also durch Angabe seiner Position und Orientierung zu
jedem Zeitpunkt der Simulation spezifiziert werden.

2.5.2 Lineare Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit

Unser Ziel besteht darin, die Bewegung des Korpers tiber die Simulationsdauer hinweg
zu beschreiben. Wir interessieren uns daher fiir die Veranderung von Position und Ori-
entierung im Zeitablauf. Unter der linearen Geschwindigkeit v versteht man die zeitliche
Anderung ¢ des Ortsvektors des Massenschwerpunktes:

d

c=v

Das rotatorische Analogon zur linearen Geschwindigkeit ist die Winkelgeschwindig-
keit des Korpers. Sie gibt als skalare Grofie w die zeitliche Winkeldnderung ¢ der durch
R = Ry, beschriebenen Rotation um eine Schwerpunktachse an:

d

w:(p:a(p.
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Abbildung 2.8 Die Anderung eines Vektors r aufgrund einer infinitesimalen Drehung.

F=wxDb
=wWXT

Im allgemeinen ist es sinnvoll, der Winkelgeschwindigkeit einen Vektor w in Richtung
der Drehachse zuzuordnen, dessen Lange gerade ihrem Betrag entspricht. Von nun an
wollen wir die Winkelgeschwindigkeit als diesen Vektor auffassen. Da unser Interesse
der Zeitableitung der Rotationsmatrix gilt, werden wir im folgenden eine Beziehung
zwischen w und R herleiten. Dazu betrachten wir die Situation in Abbildung 2.8 . Sei
T ein in Weltkoordinaten ausgedriickter Vektor, der von B zeitunabhingig ist, da er
sich mit dem Korper bewegt. Der Richtungsvektor r lafit sich somit als Summe der
Vektoren a und b darstellen, wobei a parallel und b orthogonal zum Winkelgeschwin-
digkeitsvektor w ist. Wie aus der Abbildung ersichtlich wird, lauft r auf einem Kreis
mit Radius ||b|| um die w-Achse, so daf die zeitliche Anderung von r senkrecht auf b
und w steht. Der Betrag der Momentangeschwindigkeit T eines Vektors 1, der bei kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit einen Kreis mit Radius ||b|| durchlduft, betragt || b||||w]|.
Da b und w orthogonal sind, gilt zudem ||w x b|| = ||w]|||b]|. Somit folgt

T=wxDb
und mit a || w schlieBlich

f = wxat+twxb=wx(a+b)
= Wxr.

Diese Eigenschaft gilt insbesondere fiir die Basisvektoren B = {b1, b,, b3} des Korper-
koordinatensystems, so dafs sich die Spalten der Matrix R als deren Zeitableitungen
ergeben:

R - [b1y62)53] mit
bi = wxbi, 1§1§3
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Verwenden wir die Matrixschreibweise fiir die Vektorproduktbildung, so erhalten wir
die gesuchte Beziehung zwischen der Winkelgeschwindigkeit und der Zeitableitung
der Rotationsmatrix:

R=w"R. (2.4)

Aufgrund dieser Uberlegungen kénnen wir nun die (absolute) Geschwindigkeit u := %
eines Punktes x € K mit Xz = 0 angeben:

d i
u = E(RXB-I-C):RXB-I-RXB-FC
= W'Rxg+v=w*(x—c)+v
= WXTr+v, (2.5)

wobei 1 := x — ¢ die Verschiebung des Punktes x € K gegentiber dem Schwerpunkt
beschreibt.

2.5.3 Physikalische Momente des starren Kérpers

Wir haben uns bisher darauf beschrankt, die Bewegung des Korpers zu beschreiben,
ohne dabei nach den Ursachen dieser Bewegung zu fragen. Im folgenden werden wir
die sogenannten physikalischen Momente des Korpers definieren, die zur Untersuchung
der Wirkung von Kréften und Impulsen auf die Bewegung des starren Korpers uner-
laglich sind. Als physikalische Momente bezeichnen wir die Masse, den Schwerpunkt
und die Trigheitsmatrix des Korpers.

Stellen wir uns den starren Korper als ein System von Massenteilchen vor, so ent-
spricht seine Gesamtmasse der Summe der einzelnen Partikelmassen. Der Schwer-
punkt ist der mit der jeweiligen Partikelmasse gewichtete Mittelwert aller Massen-
punkte. Eine Verallgemeinerung des Massenbegriffs stellt die Tragheitsmatrix dar,
die die Massenverteilung innerhalb des Korpers beschreibt. Da der starre Korper je-
doch kein System endlich vieler Massenpunkte, sondern vielmehr ein Punktekontinu-
um darstellt, werden seine physikalischen Momente iiber Volumenintegrale und eine
Dichtefunktion definiert.

Masse m:.= JJL p(x) d(x1,x2,%x3), (2.6)
Schwerpunkt : c.= JJJ p(x)x d(x1,%x2,%3), 2.7)
K
Tragheitsmatrix : I:= JJJ o(r)(rE — rr1) d(xq, x2,x3) . (2.8)
K

Dabei bezeichnet r = x—c die Verschiebung des Punktes x € KC gegeniiber dem Schwer-
punkt und p(x) die Massendichte des Korpers im Punkt x. In unserem Modell wollen
wir annehmen, dafs die Masse homogen iiber den Korper verteilt ist, d.h. daf} die Mas-
sendichte in allen Punkten des Korpers gleich ist. Es gilt also p(x) = p fiir alle x € K.
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Mit Hilfe der Integralsdtze ist es nun moglich, die auftretenden Volumenintegra-
le auf Flachenintegrale und schliefilich Linienintegrale zurtickzufiihren, die dann ge-
schlossen oder numerisch gelost werden miissen. Eine detaillierte Beschreibung der
Vorgehensweise sowie einen Algorithmus fiir die von uns verwendete Polyederdar-
stellung des Korpers findet sich in der Arbeit von MIRTICH [Mir96a].

Die Tragheitsmatrix ist in 2.8 beztiglich des Schwerpunktes und in Weltkoordina-
ten ausgedriickt. In einem vorgegebenen Koordinatensystem sind die Komponenten
der Matrix eindeutig durch die Massenverteilung des starren Korpers bestimmt. Dies
bedeutet, daf$ sich bei einer Rotation des Korpers die Komponenten von I andern. Die
Tragheitsmatrix ist also, im Weltkoordinatensystem ausgedriickt, zeitabhiingig. Bestim-
men wir I dagegen beziiglich des Kérperkoordinatensytems, so erhalten wir eine zeit-
lich invariante Matrix Ig. Die Frage, wie die beiden Tragheitsmatrizen I und Iz zu-
sammenhdngen, beantwortet der Satz von STEINER [Nol96]. Die von uns gesuchte
Beziehung ist ein Spezialfall einer allgemeineren Aussage iiber das Transformations-
verhalten der Tragheitsmatrix und kann folgendermafen formuliert werden:

I=RIzR". (2.9)

Neben dieser Transformationseigenschaft sieht man leicht ein, dafs I und somit auch
Iz symmetrisch und reell sind. Es ldfit sich nun zeigen, daf’ bei festem Koordinatenur-
sprung eine Drehung des Bezugssystems existiert, die die Nichtdiagonalelemente zum
Verschwinden bringt. Diese Drehung bezeichnet man als Hauptachsentransformation.
Die so festgelegten Koordinatenachsen heifien Haupttrigheitsachsen und die Diagonal-
elemente der entsprechenden Matrix Haupttriigheitsmomente. Da wir uns in der Wahl
der Koérperkoordinatenachsen nicht festgelegt haben, bietet es sich an, diese Freiheit zu
nutzen und die normierten Haupttragheitsachsen als Basisvektoren des Korperkoordi-
natensystems zu verwenden.

2.5.4 Kraft und Drehmoment

Die Kraft ist die zentrale physikalische Grofe, die fiir die Anderung eines Bewegungs-
zustandes ursédchlich ist. Sie wird im allgemeinen durch den Buchstaben F symbolisiert.
Im Rahmen der dynamischen Grundgleichung (2. Newtonsches Axiom) wird der Kraft-
begriff folgendermafSen definiert:

d .
F= Fr (mx) . (2.10)
Da wir keine relativistische Mechanik betreiben wollen und somit die Masse als zeit-
unabhéngig betrachten, gilt:
F=mX =ma,

wobei wir a = X als Beschleunigungsvektor bezeichnen.

Wenn wir von einer Kraft reden, die aufgrund externer Einfliisse wie beispielsweise
Gravitation auf einen starren Korper wirkt, dann stellen wir uns vor, dafs diese Kraft
an einem bestimmten Punkt des Korpers angreift. Die Gesamtkraft F, die auf einen
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solchen Punkt x € IC wirkt, ergibt sich entsprechend dem Superpositionsprinzip als Sum-
me der Einzelkrifte, die an diesem Punkt angreifen. Sie induziert in dem Punkt x ein
sogenanntes Drehmoment d, das folgendermafien definiert ist:

d=(x—c)xF=rxF.

Das Drehmoment ist also im Gegensatz zur Kraft abhdngig von der relativen Lage des
Angriffspunktes zum Massenschwerpunkt. Die Richtung von d kann man sich als die
Schwerpunktachse vorstellen, um die der Koérper sich aufgrund der nicht im Schwer-
punkt angreifenden Kraft dreht (Schwerpunkt bleibt stabil). Wir nehmen nun an, dafd
mehrere Kréfte Fy,...,Fy, auf den Korper wirken. Ferner sei 1, 1 < i < n, der Ver-
schiebungsvektor des i-ten Angriffspunktes x; gegeniiber dem Schwerpunkt. Dann
ergibt sich die Gesamtkraft F sowie das Gesamtdrehmoment D des Korpers als Sum-
me der an den einzelnen Angriffpunkten wirkenden Krafte bzw. der dort induzierten
Drehmomente:

n

F=>F (2.11)
i=1

n n

D = ) di=) rnxF (2.12)
i=1

i=1

2.5.5 Linearer Impuls und Drehimpuls

Im Rahmen des impulsbasierten Kollisionsmodells betrachten wir statt der auf den
Korper wirkenden Gesamtkraft die Anderung des Gesamtimpulses. Zum besseren Ver-
standnis des impulsbasierten Simulationskonzepts wollen wir an dieser Stelle die Zu-
sammenhédnge zwischen linearem Impuls und Kraft sowie zwischen Drehimpuls und
Drehmoment vorstellen. Wir definieren zunéchst den linearen Impuls eines einzelnen
Massenpunktes x mit Masse m und Geschwindigkeit X = v als:

P=mx=mv.

Betrachten wir den starren Korper vereinfacht als n-Teilchensystem, so konnen wir den
linearen Impuls des Korpers als Summe der linearen Impulse der einzelnen Massen-
punkte auffassen:

mn
P = Z mp’q ,
i=1
wobei m; die Masse des Punktes x;, 1 <1i < n, bezeichnet. Im Fall des starren Korpers

haben wir es jedoch mit einem Punktekontinuum zu tun, so dafd wir statt der Summa-
tion tiber alle Massenpunkte auf die Volumenintegration zuriickgreifen miissen:

p:JJL px d(x1,%2,%3) .
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Verwenden wir Gleichung 2.5 fiir die Geschwindigkeit eines Massenpunktes, so erhal-
ten wir:

rrr
P = px d(x1,x2,x3)
J J IC
Crr
= p(v+ w x1)d(x1,x2,%3)
-J‘)JIC
Crr
= pvd(x1,%2,%x3) + W x JJJ prd(x1,x2,%3) .
uaJ’C ’C

Da der Ursprung des Korperkoordinatensystems im Massenschwerpunkt liegt, gilt:

[[[ ravamani—o.

Der lineare Gesamtimpuls des Korpers lautet also:
P=mc=mv.
Differenziert man diese Gleichung, so erhélt man die dynamische Grundgleichung
P=mé=ma=F.

Diese Gleichung besagt, daf die Anderung des linearen Impulses dquivalent zu der
Gesamtkraft ist, die auf den Korper wirkt.

Das Konzept des Drehimpulses ist weniger intuitiv als das des linearen Impulses,
erlaubt es jedoch, viele Gleichungen einfacher zu formulieren. Analog zur Vorgehens-
weise im Fall des Drehmomentes definieren wir den Drehimpuls, der in einem Punkt x
des Korpers induziert wird als:

l=(x—c)xp=rxp.

Der Gesamtdrehimpuls des Korpers ergibt sich erneut durch Integration tiber das Volu-
men des starren Korpers:

L:JJJerpd(x1,xz,X3).

Man kann nun leicht zeigen, daff der Drehimpuls eine lineare Funktion der Winkelge-
schwindigkeit ist. Es gilt namlich:
L=1Iw. (2.13)

Wie im Fall des linearen Impulses liefert die Zeitableitung von L die gesuchte Bezie-
hung zwischen Drehimpuls und Drehmoment:

. d
L=—L=D.
dt
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Diese in der Mechanik als Drehimpulssatz bekannte Gleichung rechtfertigt im im-
pulsbasierten Kollisionskonzept die Berechnung der Drehimpulsdnderung zur Bestim-
mung des Drehmomentes.

Aus dem Drehimpulssatz wollen wir nun die EULER-Gleichungen ableiten. Dabei
handelt es sich um ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem fiir die Komponenten
der Winkelgeschwindigkeit.

~ Yy =4 T -
D = — (Iw)_dt (RIzR")w + Iy

= (RIgR" + RIzR") w + I

= (WIT-Iw")w +Id

w xIw+1Iw,

wobei wir verwendet haben , da I = RIzRT und R = w*R gilt. Stellt man die Glei-
chung nach d um und ersetzt D entsprechend Gleichung 2.12, so erhilt man:

@ = I''(D-w x Iw)

n
= 1! (Z i x Fi—w x Iw) . (2.14)
i=1

2.5.6 Die Bewegungsgleichungen

Die Uberlegungen der vorangegangenen Abschnittes versetzen uns in die Lage, die Be-
wegung eines starren Korpers unter dem Einfluf3 externer Kréfte zu bestimmen. Dazu
verwenden wir die sogenannten Bewegungsgleichungen des starren Korpers, die Zeit-
ableitungen der kinematisch relevanten Parameter Position, Orientierung sowie linea-
re Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit beschreiben. Von aufierordentlicher
Bedeutung sind dabei die dynamische Grundgleichung 2.10, die man auch als Newton-
Gleichung bezeichnet, sowie die Euler-Gleichung aus dem vorangegangenen Abschnitt.
Sie beschreiben ndmlich die Wirkung von Kriften auf die translatorische Bewegung
des Massenschwerpunktes bzw. auf die Rotationsbewegung um diesen. Nimmt man
die Gleichungen fiir die Zeitableitung von Position und Orientierung hinzu, so erhalten
wir das folgende Differentialgleichungssystem.

Satz 2.7 (Bewegungsgleichungen des starren Korpers). Gegeben sei ein starrer Korper,
auf den die Kriifte Fq, ..., Fr, wirken. Des weiteren bezeichne v = x; — ¢; die Verschiebung des
Angriffspunktes x; der Kraft Fy vom Massenschwerpunkt. Dann lifit sich die Bewegung des
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Korpers durch Integration der folgenden Bewegungsgleichungen bestimmen:

(1) e=v, (2.15)
(ii) R=w*R, (2.16)
. 1«

(i)  v=— ; Fi, (2.17)
(iv) w=I" (Z rix Fi—w x Iw) . (2.18)
i=1

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus den Gleichungen 2.3,2.4,2.11 und 2.14. [J

In der impulsbasierten Dynamiksimulation miissen wir die Bewegung des starren
Korpers wiahrend der sogenannten ballistischen Bewegungsphase beschreiben. Die balli-
stische Bewegung ist ein Spezialfall der allgemeinen Korperbewegung, da die einzige
externe Kraft, der der Korper ausgesetzt ist, die Gravitationskraft ist. Die Bewegungs-
bahnen des starren Korpers sind in dieser Phase also per Definition kollisionsfrei. Ein-
fluf$ auf die Bewegung nimmt lediglich die , Erdanziehung”, die wir als eine auf den
Schwerpunkt wirkende Kraft F = mg mit Drehmoment D = 0 modellieren konnen.
Der Beschleunigungsvektor g = (0, —g, 0)T mit g = 9,81 ist in der Nahe der Erdober-
flache nahezu konstant und weist stets in negative y-Richtung, d.h. in Richtung des
Erdmittelpunktes. Das Skalar g heifst Erdbeschleunigung. Die Beschrankung auf die
Gravitationskraft als einzigen externen Einflufifaktor vereinfacht die Bewegungsglei-
chungen. Gleichung (iii) konnen wir nun folgendermafien schreiben:

v=—mg=g = const.
m g=g9

Die Integration dieser Gleichung tiber das Zeitintervall [0, t] liefert die Gleichung der
linearen Geschwindigkeit und der Position des Korpers zum Zeitpunkt t:

v(t) = v(0) + gt (2.19)
ct) =  c(0)+v(0)t+ %gtz . (2.20)

Da die Gravitationskraft kein Drehmoment induziert vereinfacht sich auch Gleichung
(iv):
W =-1"w xIw) .

Der Dynamikzustand des Systems kann anhand der Bewegungsgleichungen zu je-
dem Zeitpunkt einer ballistischen Bewegungsphase ermittelt werden. Die Differential-
gleichung zur Bestimmung der aktuellen linearen Geschwindigkeit und Position eines
Korpers kann dabei geschlossen gelost werden. Lediglich die Angabe der Winkelge-
schwindigkeit und Orientierung erfordert die numerische Losung eines gekoppelten
Differentialgleichungssystems erster Ordnung. Dazu verwenden wir das in [PTVF92]
vorgestellte RUNGE-KUTTA-Verfahren mit variabler Schrittweitenkontrolle.
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2.6 Einfiihrung in die Kollisionserkennung

Die Aufgabe der Kollisionserkennung im Rahmen der Dynamiksimulation von Fest-
korpern besteht darin, die fundamentale Eigenschaft der Nichtdurchdringbarkeit der
Korper sicherzustellen. Das Kollisionserkennungsproblem ist inhdrent geometrischer
Natur. Es hat seinen Ursprung im Bereich Computational Geometry, wo man sich bei-
spielsweise fiir die explizite Konstruktion des Schnitts von Polyedern interessiert. Erst
durch die Betrachtung des Problems im Rahmen der Robotik wurde die Zeitdimension
in die Problemformulierung einbezogen. Im Rahmen von Bewegungsplanungsaufga-
ben geniigt es ndmlich nicht mehr, statische Schnittanfragen beantworten zu kénnen,
sondern hier gewinnen weitergehende Informationen, wie beispielsweise die Bestim-
mung des Kollisionszeitpunktes zweier Koérper an Bedeutung. Anforderungen und
Rahmenbedingungen in beiden Gebieten sind jedoch kaum mit denen im Kontext der
Dynamiksimulation vergleichbar. Wahrend im Bereich Computational Geometry auf
eine dynamische Betrachtung der Problemstellung ganz verzichtet wird, stehen in der
Robotik offline-Berechnungen im Mittelpunkt. Anforderungen hinsichtlich Echtzeit-
fithigkeit in komplexen Szenarien mit vielen Objekten sowie Unempfindlichkeit gegeniiber
schlecht konditionierten Eingabedaten werden nicht berticksichtigt. Die Erkennung von
Kollisionen spielt jedoch in Dynamiksimulationen nicht nur konzeptionell eine zentra-
le Rolle. Sie stellt im allgemeinen auch den ,Flaschenhals” des Gesamtsystems dar.
Bestes Beispiel hierfiir sind impulsbasierte Simulationssysteme. Noch anspruchsvoller
ist die Situation im Fall von Systemen, die dem Benutzer haptisches Feedback liefern.
Diese erfordern aufgrund ihrer Abtastrate mindestens 1000 Kollisionserkennungstests
pro Sekunde.

2.6.1 Definition der verschiedenden Problemstellungen

In einer simulierten Welt W = {lC1 yenn ,ICn}, in der sich Korper Ky,..., K bewegen,
kann es geschehen, dafd Trajektorien iiberlappen, d.h. dafs Kérper sich schneiden. Den
Durchdringungsvorgang miissen wir dabei erkennen, da die Uberlappungsfreiheit eine
grundlegende Eigenschaft der von uns simulierten Festkorper darstellt. Dies fithrt zum
Problem der Kollisionserkennung. Die Bezeichnung , Kollisionserkennung” hat sich
dabei zu einem Uberbegriff fiir verschiedene Fragestellungen mit ganz unterschiedli-
chem Anwendungshintergrund entwickelt. Im wesentlichen lassen sich jedoch zwei
Problemklassen unterscheiden.

1. Das statische Kollisionserkennungsproblem
Im Rahmen des statischen Kollisionserkennungsproblems werden alle Uberlap-
pungen bestimmt, die zwischen Kérpern einer vorgegebenen Welt vorliegen.
Gegeben: Die Welt W = {Ky,...,Kn}
Gesucht: Die Menge aller tiberlappenden Korperpaare:
S:= {(’Ci,lc)') e W x W|ICiﬂle #@}.

2. Das dynamische Kollisionserkennungsproblem
Das dynamische Kollisionserkennungsproblem legt die kontinuierlichen Bewe-
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gungen der Korper ausgehend von einer kollisionsfreien Weltkonfiguration zum
Zeitpunkt tp zugrunde und fragt nach dem friihsten Zeitpunkt t.o1 > to, zu dem
sich die Trajektorien zweier Korper iiberlappen. Die Antwort besteht aus dem
sogenannten Kollisionszeitpunkt t.,; und der Menge aller iiberlappender Kor-
perpaare zum Zeitpunkt t;q1.
Gegeben: Die Konfigurationen der Welt W = {K;,...,Kn} zu beliebigen
Zeitpunkten t > to, mit Ki(to) N ICj(to) =0,1 <i<j<n.
Gesucht: (1) Der Zeitpunkt tco > to, fiir den gilt:
(i) Vt<teaVKi, K5eW: Ki(t)n ’Cj(t) =0,
(ii) Ki(tcol) N ’Cj(tcol) 7é 0.
(2)  Die Menge aller iiberlappenden Korperpaare zum Zeitpunkt
teor: S = {(’Ci, IC)) eEWx W ‘ Kilteor) N ’Cj(tcol #* @} .
Der Kollisionszeitpunkt ist also der friihste Zeitpunkt, zu dem sich zwei Korper der Welt
aufgrund einer Bewegung durchdringen. Im Fall einer blofien Beriihrung findet keine
physikalische Wechselwirkung zwischen den Korpern statt. Alternativ wird der Kolli-
sionszeitpunkt auch als der spéateste Zeitpunkt definiert, zu dem die Objekte sich noch
nicht durchdringen (vgl. [War99]). Der Unterschied spielt an dieser Stelle keine Rolle
und wird deshalb erst im Rahmen der Kollisionsauflosung in Abschnitt 5.2 aufgegrif-
fen. Den von uns beschriebenen Anforderungen im Rahmen der Dynamiksimulation
entspricht das dynamische Kollisionserkennungsproblem, wobei jedoch zusatzliche In-
formationen, wie beispielsweise die in Kontakt stehenden Oberflichenelemente beno-
tigt werden.

Wir wollen uns zundchst mit den theoretischen Ergebnissen aus dem Gebiet der
Kollisionserkennung beschéftigen. Diese beziehen sich ausschliefilich auf den 2-Poly-
ederfall und verbessern den naiven Algorithmus, der alle O (n?) Flachenpaare statisch
bzw. dynamisch auf Durchdringung testet.

2.6.2 Theoretische Ergebnisse

Die asymptotische Laufzeit O(n?) des naiven Verfahrens kann nur unter grofien algo-
rithmischen Anstrengungen verbessert werden. Wir wollen im folgenden einen Uber-
blick iiber die wenigen theoretisch relevanten worst-case Resultate aus dem Gebiet der
Kollisionserkennung geben. Die entsprechenden Algorithmen erzielen subquadrati-
sche Laufzeiten, wobei jedoch nur wenige das allgemeine dynamische Kollisionserken-
nungsproblem 16sen. Um die Resultate vergleichbar zu machen, miissen die Einschran-
kungen, die den Verfahren zugrunde liegen, herausgestellt werden. Diese betreffen
zum einen das Korpermodell und zum anderen die Eignung im Rahmen der dynami-
schen Fragestellung. So existieren beispielsweise Verfahren, deren Eingabe auf konvexe
Polyeder beschréankt ist oder deren algorithmische Komplexitit lediglich fiir translato-
rische Bewegungen der Korper Giiltigkeit besitzt (weil beispielsweise eine Vorverarbei-
tung erforderlich ist).

DOBKIN und KIRKPATRICK zeigen in [DK83], dafs mit Hilfe einer hierarchischen
Reprisentation der Kollisionstest zweier konvexer Polyeder in Zeit O(log?n) durch-
gefiihrt werden kann, wobei n die Zahl der Eckpunkte angibt. Erlaubt man, daf3
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eines der beiden Polyeder nichtkonvex ist, so 16st der Algorithmus von DOBKIN ET
AL. [DHKS93] das Erkennungsproblem in Zeit O(nlogn). MEHLHORN und SIMON so-
wie DOBRINDT ET AL. zeigen in [MS85] bzw. [DMY93], dafs diese Komplexitdtsschran-
ke selbst bei expliziter Konstruktion des Schnittpolyeders eingehalten werden kann. Im
Fall sogenannter c-isoorientierter Polyeder, deren Kantenrichtungen aus einer Menge von
c festen Richtungen stammen, kann der Kollisionstest in Zeit O(c’nlogn) durchge-
fihrt werden [Sch94]. Allen Resultaten ist gemeinsam, daf} die worst-case Laufzeit der
zugrundeliegenden Verfahren lediglich unter translatorischen Bewegungen ihre Giil-
tigkeit behdlt. Keiner dieser Algorithmen kann also fiir den allgemeinen Fall nichtkon-
vexer Polyeder, die sowohl translatorischen als auch rotatorischen Bewegungen unter-
liegen, eine subquadratische Laufzeit nachweisen. Diese bis dato offene Frage, ob der
naive Algorithmus in einer worst-case Betrachtung verbessert werden kann, wurde von
SCHOMER und THIEL in [ST96] beantwortet. Sie zeigen, dafd mit Hilfe von parametri-
scher Suche und geeigneten Multi-Level-Datenstrukturen eine asymptotische Laufzeit

von O(m§+£) fiir die translatorische bzw. O(mgﬂ) fur die rotatorische Bewegung er-
zielt werden kann. Die Autoren beweisen weiter, dafs selbst fiir eine polynomielle Tra-
jektorie eine subquadratische Laufzeit o(n?) moglich ist.

2.6.3 Kilassifikation praxisrelevanter Ansatze

Aufgrund der grofien Zahl von Algorithmen, die dem Oberbegriff Kollisionserkennung
zuzuordnen sind, wollen wir die bis dato entwickelten, praktisch orientierten Verfahren
systematisieren.

Einteilung nach der gelosten Problemstellung

Die beiden zentralen Problemstellungen, die unter den Begriff Kollisionserkennung fal-
len, wurden in Abschnitt 2.6.1 vorgestellt. HELD, KLOSOWSKI und MITCHELL [HKM95]
unterteilen die Kollisionserkennungsverfahren entsprechend der von ihnen geldsten
Aufgabenstellung in drei Kategorien:

1. Die statische Kollisionserkennung
Die Verfahren der statischen Kollisionserkennung losen das statische Kollisions-
erkennungsproblem, indem sie fiir jedes Korperpaar einer vorgegebenen Welt-
konfiguration die Kollisionsfrage entscheiden.

2. Die pseudodynamische Kollisionserkennung
Diese Verfahren benutzen statische Kollisionserkennungsalgorithmen, um zu dis-
kreten Zeitpunkten die Bewegung der Korper auf Kollision zu testen. Der Nachteil
dieser Verfahren besteht darin, dafl Kollisionen haufig {ibersehen werden, selbst
wenn die Zeitintervalle zwischen den statischen Kollisionstests klein gewé&hlt
werden. Das klassische Beispiel ist das der Kugel, die auf eine Wand geschos-
sen wird. Egal wie fein die Kollisionserkennung das relevante Zeitintervall auf-
16st, die Geschwindigkeit und die Dicke der Wand kann so gewahlt werden, daf3
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die Kollision nicht erkannt wird. Da diese Algorithmen das dynamische Kolli-
sionserkennungsproblem nur unzureichend l6sen, spricht man von sogenannten
pseudodynamischen Kollisionserkennungsverfahren.

3. Die dynamische Kollisionserkennung

Die dynamischen Kollisionserkennungsalgorithmen iiberpriifen die Kollisions-
freiheit der Korper nicht zu diskreten Zeitpunkten ihrer Bewegung. Stattdessen
betrachten sie das durch die Bewegung iiberstrichene Volumen eines Korpers und
testen dieses auf Kollision mit den tiberstrichenen Volumina anderer Kérper. Das
Volumen muf} dazu nicht zwangslaufig explizit konstruiert werden, da es impli-
zit durch eine Approximation der Korpertrajektorien angendhert werden kann.
Diese Vorgehensweise erlaubt, groflere Simulationsschrittweiten zu wéhlen, oh-
ne das Risiko einzugehen, Kollisionen zu tibersehen.

Da das Gebiet der Dynamiksimulation starrer Kérper erst in den letzten Jahren Einfluf3
auf das Design von Kollisionserkennungsalgorithmen genommen hat, sind nahezu al-
le Verfahren statischer bzw. pseudodynamischer Natur. Die anspruchsvollen Anfor-
derungen der dynamischen Kollisionserkennung erfiillen nur wenige Ansétze, die wir
daher explizit erwdhnen wollen. Ein erster Ansatz ist die Konstruktion des vierdimen-
sionalen Hyperpolyeders von CANNY [Can94], der die Kollisionserkennung auf den in
der Zeit tiberstrichenen Polyedervolumina durchfiihrt. Eine dhnliche Idee stellen die
space-time bounds von HUBBARD [Hub95] dar, die Informationen tiber die Geschwin-
digkeit und Beschleunigung eines Korpers nutzen, um ein konservatives Volumen zu
definieren, in dem sich der Korper innerhalb des Zeitintervalls befindet. Dieses Volu-
men wird in einen vierdimensionalen Polyeder, das sogenannte Hypertrapezoid einge-
schlossen, dessen Kollisionen mit anderen Hypertrapezoiden untere Schranken fiir den
Kollisionszeitpunkt definieren. Letztere werden zur Steuerung einer statischen Kolli-
sionserkennung verwendet und erlauben eine bis auf ein A genaue Approximation des
Kollisionszeitpunktes. Den Wert A bezeichnet HUBBARD als minimale zeitliche Auflosung
der Kollisionserkennung.

Die Idee der unteren Kollisionszeitschranken ist eine beliebte Technik, wenn es darum
geht, eine dynamische Kollisionserkennung zu realisieren [CK86, Lin93, Hub95]. Eine
solche Schranke fiir zwei Korper definiert einen frithsten Kollisionszeitpunkt und somit
einen Zeitraum, in dem die beiden Objekte nicht miteinander kollidieren kénnen. Da-
her kann die Bewegung der Korper in diesem Zeitintervall simuliert werden, ohne daf3
man kontaktinduzierte Bewegungseinfliisse beachten muf. Ist der frithste Kollisions-
zeitpunkt erreicht, ist die Garantie der berechneten Kollisionszeitschranke nicht mehr
giiltig und ein Kollisionstest ist unumgénglich. Falls dabei keine Uberlappung der bei-
den Korper festgestellt wird, kann eine prézisere Schranke aufgrund aktuellerer geo-
metrischer und dynamischer Informationen bestimmt werden. Diese Technik kann mit
Hilfe einer Prioritatswarteschlange auf das Problem der n-Korper-Kollisionserkennung
verallgemeinert werden. Die Bestimmung der unteren Kollisionszeitschranken setzt
voraus, dafs Maximalwerte fiir die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Kor-
per verfiigbar und geometrische Informationen tiber den aktuellen Abstand der Ob-
jekte bereits berechnet sind. Das Problem der Vorgehensweise besteht gerade in dieser
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Notwendigkeit, Dynamikinformationen des ndchsten Zeitschritts zu kennen, bevor das
Intervall tatsdchlich simuliert wird. Dies macht die Vorgehensweise fiir eine interaktive
Simulation, in der der Benutzer in das dynamische Geschehen eingreifen kann, unge-
eignet. Der entscheidende Vorteil, den diese Technik gegentiber allen anderen Verfah-
ren bietet, ist die absolute Garantie, dafl jede Kollision im zugrundeliegenden Zeitintervall er-
kannt wird. Alle anderen Verfahren konnen diese Garantie nur unter bestimmten plausi-
blen Bewegungsannahmen geben. Diese Betrachtung dient gleichzeitig als Motivation
tiir das in Kapitel 3 untersuchte Abstandsberechnungsproblem zweier Polyeder. Im Kon-
text einer Dynamiksimulation kann also ein statisches Abstandsberechnungsverfahren
zur Losung des dynamischen Kollisionserkennungsproblems eingesetzt werden (vgl.
Kapitel 4).

Die Suche nach dem frithsten Kollisionszeitpunkt t.,1 zweier Korper entspricht
dem Problem der Nullstellensuche auf der Distanzfunktion. Mit Hilfe unterer Kollisions-
zeitschranken kann t o1 ausgehend von einer kollisionsfreien Konfiguration der Kérper
derart angendhert werden, dafd der gesuchte Zeitpunkt niemals tiberschritten wird. Ab-
standsberechnungsverfahren, die neben der Distanz im kollisionsfreien Fall ein Maf3
tiir die Durchdringungstiefe berechnen kénnen [Cam97, Mir97b], erlauben zudem den
Einsatz der klassischen Verfahren zur Nullstellensuche. Falls die Objekte sehr nahe
sind, arbeiten solche Verfahren deutlich effizienter als die Algorithmen, die eine einsei-
tige Approximation des Kollisionszeitpunktes mittels Kollisionszeitschranken durch-
fiihren.

Eine ganz andere Vorgehensweise liegt dem Verfahren von ECKSTEIN und SCHO-
MER [Eck98, ES99] zugrunde, welches die in Abschnitt 2.6.4 vorgestellte Idee der Hiill-
korperhierarchie benutzt, um einen dynamischen Kollisionstest durchzufiihren. Dabei
werden die bis dato ausschliefdlich statisch verwendeten Ausschlufdtests auf der Basis
von Hiillkérpern, sowie die elementaren Punkt-Flache und Kante-Kante-Kollisionstests
auf Zeitintervalle verallgemeinert. Diesen Tests werden gewisse Bewegungsannahmen
zugrundegelegt, die zum einen eine einfache Berechnung der von den Hiillkérpern
tiberstrichenen Volumina und zum anderen eine effiziente Nullstellensuche auf der Di-
stanzfunktion ermdoglichen.

Einteilung nach den Kollisionserkennungsphasen

Die Komplexitit des Kollisionserkennungsproblems wird letztendlich durch zwei Pro-
blemparameter erfafst:

e Die Anzahl der Objekte in der Welt: m.

e Die Komplexitiit der Korperbeschreibung (z.B. Zahl der Oberfldchenelemente: n).

Diese beiden Grofsen fithren zu zwei unabhingigen Problemkreisen im Rahmen des
Kollisionserkennungsproblems (vgl. [Hub95]):

1. Reduktion der O(m?) paarweisen Kollisionstests (all-pairs weakness).

2. Reduktion des Einflusses der Beschreibungskomplexitidt auf die Laufzeit eines
einzelnen Tests gegeniiber dem naiven O(n?) Verfahren (pair-processing weakness).
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2 Grundlagen

Abbildung 2.9 Klassifikation der Ansdtze zur broad phase-Kollisionserkennung.
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Die meisten praktisch relevanten Kollisionserkennungssysteme unterscheiden daher
zwei Phasen der Kollisionserkennung, die den beiden angesprochenen Teilproblemen
gewidmet sind. Es haben sich dabei die Bezeichnungen von HUBBARD [Hub95] durch-
gesetzt, der im Rahmen seines space-time bound Ansatzes zwischen der sogenannten
broad phase und der narrow phase differenziert. In der broad phase werden solche Ob-
jektpaare ausgeschlossen, die so weit voneinander entfernt sind, daf} bereits einfach-
ste hinreichende Tests eine Kollisionsfreiheit zu einem festen Zeitpunkt oder innerhalb
eines vorgegebenen Zeitraums garantieren. In der sich anschlieffenden narrow phase
werden die verbleibenden Objektpaare mit Hilfe eines exakten Verfahrens auf Kollision
hin tiberpriift.

2.6.4 Bisherige Arbeiten

Wir wollen im Rahmen dieser Ubersicht die Klassifikation beziiglich der Kollisionser-
kennungsphasen zugrunde legen und dabei ausschliefilich statische Verfahren vorstel-
len. Die dynamischen Verfahren bzw. generelle Techniken zu einer diesbeziiglichen
Erweiterung statischer Abstandsberechnungsverfahren haben wir bereits in 2.6.3 dar-
gestellt.

Die broad phase-Kollisionserkennung

LIN schldgt in [Lin93] vor, die Objekte in achsenorientierte Quader einzuhiillen. Die
Projektion der Quader auf die Koordinatenachsen (1D-Sweep-and-Prune) bzw. Koordi-
natenebenen (2D-Sweep-and-Prune) erlaubt, alle Paare sich schneidender Boxen anhand
von Uberlappungen in niedrigeren Dimensionen effizient zu bestimmen. Bei den Kor-
pern, deren umbhiillende Quader sich schneiden, handelt es sich um potentielle Kollisi-
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onspaare fiir die zweite Phase der Kollisionserkennung.

Eine dhnliche Idee liegt den sogenannten Raumpartitionierungsverfahren zugrunde.
Dabei wird der Raum, den das Simulationsszenario einnimmt, in einzelne Regionen
unterteilt. Objektpaare, die sich in verschiedenen Regionen befinden, kénnen als Kolli-
sionskandidaten vorzeitig ausgeschlossen werden, wahrend alle anderen Paare in der
narrow phase untersucht werden miissen. Die Aufteilung des Raumes kann sich dabei
an den Objekten der Szene orientieren, oder vollig unabhidngig von deren rdumlicher
Verteilung erfolgen. Ein Beispiel fiir eine solche objektinduzierte Unterteilung ist der
sogenannte Binary Space Partitioning Tree (BSP-tree) von FUCHS ET AL. [FKNB80] zur
Losung des hidden-surface-removal-Problems. Dabei handelt es sich um einen bindren
Baum, der in jedem Knoten einen durch Halbebenen definierten Raum unter Hinzu-
nahme einer neuen trennenden Ebene in zwei Teilrdume unterteilt. Die Trennebene ist
dabei die unterstiitzende Ebene eines Polygons aus der Menge aller Objektpolygone,
die sich in dem zu unterteilenden Raum befinden. Unabhéngig von Lage und Gestalt
der Objekte zerlegen die gitterbasierten Verfahren den Raum in Wiirfel (Voxel) gleicher
(uniforme Raumpartitionierung) bzw. unterschiedlicher Seitenlédnge (nichtuniforme Raum-
partitionierung). Im Fall der uniformen Unterteilung werden die Objekte mittels Hashing
den von ihnen besetzten Raumwdirfeln zugeteilt [Ove92, ZOMP93, Mir96b]. Dies er-
laubt es, die Objektpaare, die in gleichen Voxeln liegen, effizient als potentielle Kollisi-
onspaare zu identifizieren. Eine nichtuniforme Raumpartitionierung kann auf analoge
Weise durch eine hierarchische Hashtabelle realisiert werden. , Hierarchisch” bedeutet in
diesem Zusammenhang, dafs mehrere Hashtabellen zur Verfiigung stehen, die Raum-
aufteilungen unterschiedlicher Gitterweite reprasentieren [Ove92, Mir96b]. Somit kann
die Aufldsung der Raumpartitionierung besser an unterschiedliche Objektgrofsen ange-
pafit und die Kosten der narrow phase-Tests zu der Distanz der Korper in Beziehung
gesetzt werden. Eine andere Datenstruktur fiir Raumpartitionierungen unterschied-
licher Gitterweiten stellen die sogenannten Octrees [Hah88, MW88, Zac94] dar. Dabei
handelt es sich um eine Hierarchie achsenorientierter Quader, wobei auf jeder Stufe der
Hierarchie der gesamte Raum partitioniert wird, der Objekte enthilt. Auf der obersten
Stufe wird der relevante Raum in einen einzigen Quader eingeschlossen und anschlie-
end in acht Quader zerlegt, indem jede Kante des iibergeordneten Quaders unterteilt
wird. Durch Wiederholung dieses Unterteilungsprozesses erhdlt man immer feinere
Raumpartitionierungen auf den einzelnen Stufen der Hierarchie.

Eine ganz andere Klasse von Verfahren verwendet die in 2.6.3 vorgestellte Kollisi-
onszeitschrankentechnik. Die potentiellen Kollisionszeitpunkte aller Kérperpaare wer-
den mittels eines Schedulingschemas [CK86, Lin93] auf der Zeitachse angeordnet, so daf3
stets nur das Objektpaar auf Kollision getestet werden mufi, das den frithsten mog-
lichen Kollisionszeitpunkt definiert. In Hinblick auf die Berechnung der Kollisions-
zeitschranken lassen sich das space-time bound-Verfahren von HUBBARD [Hub95] und
dessen Weiterentwicklung durch SAUER [Sau95], sowie die Kollisionsheap-Ansétze von
VON HERZEN ET AL. [BBZ90], SNYDER ET AL. [SWF 193] und MIRTICH [Mir96b] unter-
scheiden.
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Abbildung 2.10 Klassifikation der Ansdtze zur narrow phase-Kollisionserkennung.
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Die narrow phase-Kollisionserkenung

Starre und deformierbare Korper

Die drastischste Einschrankung, die den meisten Kollisionserkennungsverfahren zu-
grunde liegt, ist die Idealisierung der realen Objekte als starre Korper. Ahnlich wie im
Fall der Kollisionsbehandlung ist diese Annahme auch im Rahmen der Kollisionser-
kennung unumgénglich, will man Echtzeitanforderungen gentigen. Kollisionserken-
nung fiir deformierbare Korper besitzt jedoch zahlreiche Anwendungsgebiete. Man den-
ke beispielsweise an die Simulation der Verlegung von Kabelbdumen in Automobi-
len oder an Kleidungssimulationen im Animationsbereich. Einen Uberblick iiber den
Stand des Forschungsgebiets liefern die Arbeiten aus [MW88, SWF 93, Gas93, SKTK95,
KSTK98, HDLM96].

Polygonale und gekriimmte Oberflichen

Die geometrische Reprdsentation der Korper wird im allgemeinen durch die globa-
le Anwendung bestimmt. Wahrend volumenorientierte Reprisentationen beispielsweise
in den aufkommenden medizinischen Anwendungsgebieten bevorzugt werden, wur-
den Kollisionserkennungsverfahren bisher primar fiir randorientierte Korpermodelle ent-
wickelt. Dabei unterscheidet man zwischen einer grofsen Klasse von Algorithmen
tir polygonale Oberflichen und einer eher kleinen Gruppe von Verfahren fiir gekriimmte
Oberfliichen. Dies tiberrascht eigentlich, da die Eingabedaten im allgemeinen aus CAD-
Systemen stammen und diese bekanntlich auf Kérpern mit gekriimmten Oberflichen
operieren. Bei der Konvertierung in polygonale Randdarstellungen gehen oft wichtige
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topologische Eigenschaften wie der Zusammenhang der Oberflachenelemente verlo-
ren. Hinzu kommt, dafd die Beschreibungskomplexitat der Modelle durch die Appro-
ximati-on gekriimmter Flichen drastisch ansteigt. Der Grund fiir die grofie Beliebtheit
polygonaler Randdarstellungen, liegt in der geometrischen Einfachheit der Oberfla-
chenelemente. Diese Eigenschaft erlaubt die Entwicklung einfacher, effizienter Algo-
rithmen unter Riickgriff auf eine breite theoretische Basis und einen grofien praktischen
Erfahrungsschatz aus dem Bereich Computational Geometry. Fiir gekriimmte Oberfla-
chen werden dagegen im allgemeinen komplizierte, numerische Verfahren benétigt,
die nicht die Effizienz der Verfahren auf polygonalen Oberfldchen erzielen. Ein wei-
terer Grund, der bisher fiir den durchgehenden Einsatz polygonaler Modelle sprach,
ist die gute hardwareseitige Unterstiitzung der Visualisierung polygonaler Strukturen.
Entwicklungen auf dem Gebiet des hardwarebeschleunigten Renderings von NURBS-
Oberflachen und die zunehmende Bedeutung von Virtual Prototyping, das einen intensi-
ven Austausch zwischen CAD- und Simulationssystem erfordert, machen den Einsatz
von Kollisionserkennungsalgorithmen fiir gekriimmte Oberflichen zunehmend inter-
essanter. Bisherige Ansdtze von SNYDER ET AL., VON HERZEN ET AL., BARAFF [Bar90]
sowie LIN und MANOCHA werden in [BBZ90], [SWF 93] bzw. [LM93] beschrieben.

Polyederoberflichen und unstrukturierte Flichenmengen

Wie wir bereits erwdhnt haben, erzwingt die Verwendung polygonal begrenzter Kor-
permodelle die Konvertierung der CAD-Quelldaten in die erforderliche Kérperrepra-
sentation. Das Ergebnis einer solchen Konvertierung ist im allgemeinen kein Poly-
eder, sondern vielmehr eine Ansammlung planarer Flichen. Wéhrend der Verlust von
Abschlufi- und Zusammenhangseigenschaft fiir die Visualisierung keine grofie Ein-
schrankung bedeutet, scheiden Kollisionserkennungsverfahren, die Inzidenzinformatio-
nen der Flichen ausnutzen, unter diesen Randbedingungen aus. Solange die Probleme
im Zusammenhang mit der Datenkonvertierung nicht geldst sind, stellt der Verzicht
auf die Verwendung von Inzidenzinformationen ein Praktikabilitdtskriterium fiir Kol-
lisionserkennungssysteme dar. Dennoch beruht die Vorgehensweise vieler Ansitze,
insbesondere im Fall konvexer Polyeder, auf der Unversehrtheit der Polyederoberfla-
che.

Feature- und simplexbasierte Verfahren fiir konvexe Polyeder

Fiir die Klasse der konvexen Polyeder existieren die effizientesten Kollisionserkennungs-
verfahren. Konvexitit ist eine geometrische Einschrankung, die im Rahmen der Kol-
lisionserkennung und speziell der Abstandsberechnung starrer Korper grofien Einfluf3
auf die Laufzeit der Verfahren besitzt. Mirtich [Mir97a] unterscheidet in diesem Zu-
sammenhang zwischen feature- und simplexbasierten Verfahren. Die featurebasierten
Algorithmen operieren auf den Oberflichenelementen (features), d.h. den Eckpunkten,
Kanten und Flichen des konvexen Polyeders, wahrend simplexbasierte Verfahren die
Simplices der Eckpunktmenge, also die Punkte, Geradensegmente, Dreiecke und Tetra-
eder, betrachten.

BARATFF stellt in [Bar92] den sogenannten witness-plane-Algorithmus vor. Bei der
witness-plane zweier disjunkter, konvexer Polyeder handelt es sich um eine trennen-
de Ebene der beiden Korper, d.h. um einen Zeugen der Kollisionsfreiheit. Diese Ebene
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ist dabei entweder parallel zu einer Flache der beiden Polyeder, oder zu einem Kan-
tenpaar, das von jeweils einer Kante der beiden Polyeder gestellt wird. Ein feature-
basiertes Abstandsberechnungverfahren, welches die Basis der Kollisionsbibliothek I-
Collide [CLMP95] bildet, stellen LIN und CANNY in [LC91, Lin93] vor. Das Verfahren
sucht ausgehend von einem Paar von Oberflichenelementen der beiden Korper die
Oberfldche nach demjenigen mit minimalem Abstand ab. Dazu betrachtet der Algo-
rithmus die externen Voronoiregionen der Oberflaichenelemente. Mit Hilfe der Voronoi-
regionen kann ein hinreichendes Kriterium fiir die globale Abstandsminimalitit eines
Paares von Oberflachenelementen formuliert werden. Ist dieses Kriterium nicht er-
tallt, wird das Oberflichenelement, das die Bedingung verletzt, durch ein inzidentes
Element ausgetauscht. Dieser Vorgang verringert den bisher gefundenden Polyederab-
stand. Aufgrund dieser Vorgehensweise wird das Lin-Canny-Verfahren auch als closest-
features tracking-Algorithmus bezeichnet. Ein schwerwiegender Nachteil des Verfahrens
ist das zyklische Verhalten in degenerierten Situationen, und vor allem im Durchdrin-
gungsfall. Der V-Clip-Algorithmus von MIRTICH [Mir97b] beseitigt diese Einschran-
kung durch geeignete Modifikationen, die den Algorithmus zudem numerisch stabiler
und einfacher machen. Des weiteren liefert das Verfahren ein Maf fiir die Durchdrin-
gungstiefe im Kollisionsfall.

Der zentrale simplexbasierte Algorithmus ist der GJK-Algorithmus, der von GIL-
BERT, JOHNSON und KEERTHI in [G]JK88] beschrieben wird. Dieser bestimmt implizit
das Minkowski-Differenz-Polyeder der beiden konvexen Ausgangspolyeder und sucht in
diesem einen Simplex, der den Ursprung enthdlt bzw. zu diesem am néachsten liegt.
Falls ein Simplex existiert, der den Ursprung enthilt, so liegt eine Kollision der Aus-
gangspolyeder vor, andernfalls liefert der Abstand des nahesten Simplex zum Ur-
sprung die Distanz der beiden Polyeder. Auch dieser Algorithmus ist in der Lage,
ein Mafs fiir die Durchdringungstiefe der Polyeder anzugeben. RABBITZ [Rab94] und
CAMERON [Cam97] haben schliefllich das Verfahren hinsichtlich der Ausnutzung tem-
pordrer Kohdrenz (s.u.) modifiziert und auf diese Weise die Laufzeit in der Praxis ver-
bessert. CHUNG TAT LEUNG [Leu96] ersetzt den Algorithmus von LIN in der I-Collide-
Bibliothek durch den Algorithmus von RABBITZ. Die so entstandene Bibliothek ist un-
ter dem Q-Collide verfiigbar.

Konvexe Zerlegungen und Hiillkorperhierarchien fiir nichtkonvexe Polyeder

Aufgrund der Effizienz der Verfahren fiir konvexe Polyeder verwenden einige Kol-
lisionserkennungssysteme konvexe Zerlegungen ihrer Polyedermodelle [Lin93, Leu96,
Cam97, Mir97b]. Unter der Annahme, daf} die beiden Polyeder in v bzw. s konvexe Tei-
le zerlegt werden konnen [SN86, CP89, BD92], lafst sich der Kollisionstest zwischen den
Ausgangspolyedern auf r - s Tests zwischen den konvexen Teilkdrpern zurtickfiihren.
Ungliicklicherweise ist das Problem, einen gegebenen Polyeder in eine minimale Zahl
von konvexen Teilpolyedern zu zerlegen, NP-hart [Lin82], wobei in [Cha84] gezeigt
wird, dafs ein solcher Polyeder mit n Knoten stets in 0O(n?) konvexe Teile unterteilt
werden kann. Betrachtet man nun den wichtigen Spezialfall der Zerlegung in Tetra-
eder, so ist die Zahl der Tetraeder im worst-case quadratisch in der Zahl der Kanten,
die eine lokale Konvexititsverletzung anzeigen (Winkel zweier inzidenter Flachen ist
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auf der Aufienseite kleiner 180°) [Cha84]. Es existiert dabei ein asymptotisch optimaler
Algorithmus fiir Polyeder mit Genus null [CP89]. Eine Implementierung eines sol-
chen Verfahrens erweist sich jedoch als dufserst diffizil. Es ist derzeit keine praktisch
verwendbare Implementierung bekannt. Der Versuch, den Lin-Canny-Algorithmus
auf nichtkonvexe Polyeder ohne den Umweg einer konvexen Zerlegung zu iibertra-
gen [PML95], scheint aufgrund zahlreicher degenerierter Félle und unzureichender nu-
merischer Stabilitdt gescheitert zu sein.

Eine echte Alternative zu den Verfahren fiir konvexe Polyeder stellen die auf Hiill-
korperhierarchien beruhenden Kollisionserkennungsalgorithmen dar. Hiillkérperhierar-
chien sind Baume, deren Knoten mit einer Flichenmenge sowie einem einfachen geome-
trischen Primitiv assoziiert sind. Dieses Primitiv tiberdeckt die Flaichenmenge des Kno-
tens und wird daher als Hiillkorper bezeichnet. Die Wurzel des Baumes reprasentiert
die vollstindige Flachenmenge des Korpers, die zu den Bldttern hin zunehmend feiner
unterteilt wird. Dabei bilden die Kinder eines Knotens eine Partition der Flichenmenge
des Vaterknotens. Der Hiillkorper des Vaterknotens wird durch zwei neue Hiillkorper
auf der Ebene der Kinderknoten ersetzt. Auf diese Weise nimmt die Approximations-
giite der Oberflichenumhiillung von Hierarchiestufe zu Hierarchiestufe zu, wobei die
Blattknoten die feinste Uberdeckung der Kérperoberfliache induzieren. Die Verfahren
unterscheiden sich im wesentlichen hinsichtlich der geometrischen Gestalt der Hiill-
korpertypen, dem Verfahren zum Aufbau der Hierarchie, sowie der Durchmusterungs-
strategie des Baumes bei der Beantwortung der Uberlappungsfrage. Als Hiillkérperty-
pen werden Kugeln [Hub95, PG95, Qui94], achsenorientierte Boxen [ZF95, Zac97, Zac98],
beliebig orientierte Boxen [GLM96], Fixed Directions Hulls [HKM 96, KZ97, Zac98, Kon98]
und Kugelkappen [KPLM98] eingesetzt. Die Hiillkorperhierarchien erlauben eine einfa-
che Heuristik zur Beschleunigung des naiven Kollisionstests, welcher alle Flachenpaa-
re auf Uberlappung priift. Statt die gesamte Flachenmenge oder Teile von dieser zu
testen, werden zunéchst die entsprechenden Hiillkorper auf Kollision gepriift. Uber-
lappen diese nicht, so kann eine Kollision zwischen den von ihnen eingehiillten Fla-
chenmengen ausgeschlossen werden. Andernfalls kann eine feinere Uberdeckung der
Flachenmengen auf der ndchsten Ebene der Hiillkdrperhierarchie betrachtet werden.

Temporire, geometrische und lokale Kohidrenz

In Dynamiksimulationen 16st man bestimmte Fragestellungen, wie sie beispielsweise
von dem Kollisionserkennungsproblem aufgeworfen werden, in aufeinanderfolgenden
Zeitschritten immer wieder neu. Die entsprechenden Probleminstanzen sind oft ver-
wandt, weil die Schrittweiten im allgemeinen so gewéhlt werden, daf} die Objekte sich
nur geringfiigig in dem entsprechenden Zeitintervall bewegen. Man spricht in diesem
Fall von temporiirer Kohiirenz zwischen den Probleminstanzen. Es macht daher Sinn, Re-
sultate des vorangegangenen Zeitschritts zur Beschleunigung der aktuellen Problem-
16sung zu nutzen, d.h. eine zeitliche Kostenamortisierung zu erlauben. Sind die Fragen
primér geometrischer Natur wie im Fall der Kollisionserkennung, so impliziert tempo-
rdare Kohdrenz auch geometrische Kohirenz. Liegt namlich tempordre Kohdrenz vor, so
befinden sich beispielsweise die aktuellen nahesten Oberflaichenelemente zweier Poly-
eder in der Ndhe der Elemente des letzten Zeitschritts. Diese Annahme machen sich der
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closest-features tracking-Algorithmus [Lin93] sowie der V-Clip-Algorithmus [Mir97b]
zu Nutze. Sie verwenden die zwischengespeicherten Oberflichenelemente des letz-
ten Zeitschritts als Startwerte des Algorithmus” und kénnen ausgehend von diesen
die aktuellen nahesten Elemente in nahezu konstanter Zeit finden. Das gleiche Prin-
zip liegt dem witness-plane-Algorithmus von BARAFF [Bar92] sowie dem Q-Collide
Verfahren von CHUNG TAT LEUNG [Leu96] zugrunde. Diese versuchen, die Kollisons-
freiheit zweier konvexer Polyeder ausgehend von der trennenden Ebene des letzten
Zeitschritts zu verifizieren. Falls dies nicht sofort gelingt, erlauben wenige lokale An-
passungen eine neue Trennebene fiir die aktuelle Lage der Polyeder zu finden. Auch
der GJK-Algorithmus gestattet in der Variante von CAMERON [Cam97], temporére Ko-
hédrenz durch Caching-Strategien auszunutzen. Seine empirische Laufzeit ist aufgrund
dieser Modifikationen ebenfalls nahezu unabhédngig von der Beschreibungskomplexi-
tat der Polyeder. Rdumliche Kohdrenz driickt die Annahme aus, dafs die Objekte im
allgemeinen stark gestreut im Raum verteilt liegen. Viele Raumregionen sind daher
von nur einem oder gar keinem Objekt besetzt. Diese Eigenschaft machen sich gitter-
orientierte Raumpartitionierungsverfahren zu Nutze. Bestes Beispiel sind die hashing-
basierten Verfahren aus [Ove92, ZOMP93, Mir96b].

2.6.5 Anforderungen an die Kollisionserkennung

Kollisionserkennung ist eine der Schliisselkomponenten des Dynamiksimulationssy-
stems. Die verlifiliche Erkennung von Kollisionen ist notwendige Voraussetzung fiir die
Erzeugung physikalisch korrekter Simulationsdaten. Reale Kollisionen, die in der Si-
mulation nicht aufgelost wurden, verfdlschen die Simulationsergebnisse nachhaltig.
Mangelnde Zuverldssigkeit hat oftmals als Ursache numerische Instabilitit. Numeri-
sche Ungenauigkeiten resultieren dabei aus schlecht konditionierten, geometrischen
Eingabedaten, Rundungsfehlern oder numerischen Schwichen der Algorithmen in de-
generierten Kontaktsituationen. Solche entarteten Kontaktsituationen sind aber gera-
de in den von uns skizzierten Anwendungsgebieten der Dynamiksimulation, wie bei-
spielsweise beim Virtual Prototyping oder der Montageplanung, nicht selten. Daher
muf$ der numerischen Robustheit der Verfahren besondere Aufmerksamkeit geschenkt
werden.

Pseudodynamische Verfahren der Kollisionserkennung scheiden im Umfeld der
Echtzeitsimulation aus, da sie bei kleiner Schrittweite zwar relativ zuverlassig arbei-
ten, doch den Anforderungen hinsichtlich der Rechenzeit nicht gentigen konnen. So-
mit kommt lediglich ein dynamisches Kollisionserkennungskonzept in Frage, das grofere
Schrittweiten bei zuverldssiger Erkennungsrate erlaubt.

Effizienz ist die zweite zentrale Anforderung, der man bei der Entwicklung von Kol-
lisionserkennungsalgorithmen Beachtung schenken muf. Die Kollisionserkennung ist
traditionell der Flaschenhals der Dynamiksimulation. Insbesondere in Verbindung mit
der Ansteuerung von Force-Feedback-Systemen, zu deren sinnvollem Einsatz eine kon-
tinuierliche Rate von mindestens 1000 Kollisionserkennungstests pro Sekunde erfor-
derlich ist, wird die Bedeutung dieser Effizienzforderung offensichtlich. Wir wollen
unsere Ziele in dieser Arbeit nicht ganz so hoch stecken und eine fiir die Echtzeitvisua-
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liserung erforderliche Rate von 20-25 Tests pro Sekunde realisieren.

Neben einer effizienten Gestaltung des eigentlichen Kollisionserkennungsverfah-
rens sollten die im dynamischen Umfeld zu erwartenden Beschleunigunsmoglichkei-
ten aufgrund temporirer Kohirenz genutzt werden.

In echtzeitfahigen Systemen stellt die Skalierbarkeit der Algorithmen eine niitzliche
Eigenschaft dar. Die Verfahren sollten in der Lage sein, ihren Zeitverbrauch entspre-
chend des zur Verfiigung stehenden Zeitbudgets einzuteilen.

Eine rein anwendungsorientierte Anforderung ist die Eignung fiir eine moglichst
grofie Klasse von Korperrepisentationen. Das Kollisionserkennungsverfahren sollte aus
Griinden der Praktikabilitdt zumindest allgemeine Polyeder handhaben kénnen. Wiin-
schenswert ware dartiber hinaus ein Verzicht auf die Verwendung von Fldcheninzi-
denzinformationen, um auf den in der Praxis hdufig auftretenden unstrukturierten Fla-
chenmengen operieren zu konnen. Eine weitergehende Forderung wiére schlieSlich die
einfache Erweiterbarkeit auf Kérper mit gekriimmten Oberfldachen.

Wir konnen somit die folgenden Anforderungen an das zu entwickelnde Kollisions-
erkennungsystem festhalten:

e Zuverldssigkeit,

e numerische Robustheit,

Echtzeitfahigkeit,

Ausnutzung temporarer Kohdrenz,

Skalierbarkeit,

Eignung fiir moglichst allgemeine Korperreprasentation.
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3 Statische Abstandsberechnung starrer
Korper

In diesem Teil der Arbeit wollen wir ein dynamisches Kollisionserkennungsverfahren
tiir Kérper mit polygonaler Randbeschreibung entwickeln. Es basiert konzeptionell auf
dem in Abschnitt 2.6.3 vorgestellten Ansatz unterer Kollisionsschranken. Die Berech-
nung frithster Kollisionszeitpunkte erfordert Informationen tiber den zeitpunktbezoge-
nen Abstand der Korper. Die Losung des statischen Abstandsberechnungsproblems ist
Gegenstand dieses Kapitels. Ein Uberblick iiber die bisherigen Ansétze sowie die Vor-
stellung ihrer Starken und Schwichen motiviert die Verwendung konservativer und
hierarchisch verfeinerter Korperapproximationen, sogenannte Hiillkérperhierarchien.
Diese erlauben eine drastische Reduktion der erforderlichen elementaren Abstandsbe-
rechnungen zwischen den Oberflachenelementen des Korpers. Neben der effizienten
Ausgestaltung dieser Elementaroperationen miissen wir Verfahren zur Bestimmung
von Hiillkérpern optimaler Approximationsgitite sowie zum Aufbau der Hiillkorper-
hierarchie vorstellen. Zwei weitere Schwerpunkte sind die Berechnung der Abstin-
de zwischen Hiillkdrperpaaren und die Entwicklung einer intelligenten Durchmuste-
rungsstrategie fiir die Hiillkorperhierarchien zweier Kérper. Durch die Verwendung
der von uns entwickelten Beschleunigungsansétze kann das Abstandsberechnungsver-
fahren in der Praxis weiter beschleunigt werden.

3.1 Korperabstand und naheste Oberflichenelemente

Wir betrachten einen Korper als eine Punktmenge K # (), die kompakt, zusammenhén-
gend und starr ist. Aufgrund der Korperbewegung ist die Punktmenge einer zeitlichen
Verdnderung im Simulationsintervall [0, T] unterworfen. Die Lage der Punktmenge K
zum Zeitpunkt t € [0, T] wird daher folgendermafSen beschrieben:

K(t) ={x(t)|x € K}, mitk =K(0).

Wir wollen die zeitliche Parametrisierung im folgenden nicht mehr explizit mitfiihren,
da wir den Korper zu einem festen Zeitpunkt t € [0, T] betrachten. In Kapitel 4, in dem
die Abstandsberechnung zu einer dynamischen Kollisionserkennung ausgebaut wird,
werden wir jedoch daran erinnert, daf$ die Kérperpunktmengen sowie deren Abstiande
Funktionen der Zeit darstellen.

Aus der Euklidischen Norm eines Vektors wird der Euklidische Abstand zweier
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Punkte p und q abgeleitet:

3
5(p,q):=llp—al =, D _(Pi—ay)?.
i=1
Es erweist sich gelegentlich als giinstig den quadratischen Abstand 5%(p,q) :==d(p, q)?
zugrunde zu legen, da durch die monotone Transformation Wurzelterme eliminiert
werden konnen.
Die Abstandsdefinition zweier Punkte kann nun auf beliebige Punktmengen P und
Q erweitert werden.

§(P,Q):=inf{8(p,q) [p € P,q € Q}.

Man beachte, dafs die Distanz den Wert 0 annimmt, falls P und Q nicht disjunkt sind.
Schliefslich wollen wir noch endliche Mengen beliebiger Punktmengen als Argumente
der Abstandsfunktion zulassen. Seien P = {Pq,...,Pr} und @ = {Qj,..., Qm} solche
Mengen, dann definieren wir:

§(P,Q) =min {§(P;,P;) |1 <i<n,1<j<m}.
Um die Euklidische Distanzdefinition zwischen den verschiedenen Argumenttypen
wohlzudefinieren, miissen wir die folgenden Vereinbarungen treffen. Sei p ein Punkt

im R3, P eine Punktmenge und P eine Menge von Punktmengen, dann gelte:

5(p,P) = mind(p,q),

qepP
5 = minb
(p,P) min (p,Q),
5(P = mind(P,Q).
(P,P) %‘é% (P,Q)

Aufgrund der Eigenschaften, die wir fiir die zu simulierenden Korper abgeleitet
haben, gilt fiir den minimalen Euklidischen Abstand zweier Korper K1, KC2:

5(/C1,’C2) = min {5(X1,X2) ‘Xi S /Ci, 1= 1,2} .

Der hier verwendete Abstandsbegriff umfafit im Gegensatz zu den Definitionen in
[Cam97] und [Mir97b] kein Maf3 fiir die Durchdringungstiefe zweier Korper. Dies liegt
in der Tatsache begriindet, daf8 sich die entsprechenden Abstandsgrofien lediglich im
Fall konvexer Korper effizient berechnen lassen.

Zur Bestimmung von 8(K1, K;) erweist sich die folgende Beobachtung als hilfreich:

Beobachtung 1. Fiir zwei starre Korper £ und K, gilt:

d(ICy, K2) = 8(0Kq,0K7) .
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3.1 Korperabstand und naheste Oberfldchenelemente

Abbildung 3.1 Der Euklidische Abstand zweier disjunkter Flachen f; und f; wird an
einem Kante-Kante- bzw. einem Punkt-Flache-Paar angenommen.

f, es
pr
18(f1,f2) |
. Lo
Kante-Kante-Fall Punkt-Flache-Fall

Dies impliziert, daf wir uns zur Bestimmung der Distanz zweier Korper auf die Er-
mittlung des minimalen Abstands der Randdarstellungen zuriickziehen diirfen. Falls
F1und F; die Flichenmengen der Korper Ky, K, bezeichnen, folgt aus Beobachtung 1
fiir den minimalen Abstand des Korpers:

8(K1,K2) = min {§(fy,f2) | f1 € Fr,f2 € Fa}.

Bisher haben wir lediglich die Modellannahmen verwendet, die in die Definition des
starren Korpers eingegangen sind und sich unmittelbar aus den Eigenschaften realer
Korper ableiten lieflen. Es ist offensichtlich, dafs an dieser Stelle die geometrische Re-
prasentation des Korperrandes eine Rolle spielt. Wird die Oberfliche namlich durch
Polygone beschrieben so gilt, dafs der minimale Abstand zweier disjunkter Flachen f4,
f, stets in einem Punkt-Fliche-Paar oder einem Kante-Kante-Paar der beiden Polygone
angenommen wird (vgl. Abbildung 3.1).

6(f1’f2):{min{&(ﬁ,)/(fz)),6(V(f1),fz),6(5(1“1),8(1‘2))} fallsfinf2=0; o)

0 sonst ,

wobei V(f;) die Menge der Eckpunkte und £(f;) die Kantenmenge der Flache f;,1 = 1,2
bezeichnet.

Die Frage, ob die beiden Fldachen f; und f; sich tiberlappen, ldfit sich auf einen Test
zwischen allen Kante-Flache-Paaren der beiden Polygone zurtickfiihren:

f]ﬂfz#@ &— (361€f1261ﬂf27&@)\/(3626f2262ﬂf17§®)
Wir erhalten somit das folgende Lemma:

Lemma 3.1. Fiir zwei starre Korper K1, K2, die als Polyeder mit Flichenmenge Fi, Kanten-
menge E; und Knotenmenge Vi, i = 1,2 modelliert sind, gilt:

min{é(f1,Vz) ,O0(V1, F2), 5(51,52)} falls 1N Ky = 0;
0 sonst .

d(Kq,K2) :{
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.2 Das naheste Punktepaar zwischen zwei Korpern ist im allgemeinen
nicht eindeutig.

B

5(B1,B2) el

B>

Die Aufgabe der elementaren Abstandsberechnung im Kontext einer Dynamiksi-
mulation beschrénkt sich jedoch nicht nur auf die Berechnung von Abstandsinformatio-
nen zwischen Flachenpaaren. Zwar gentigen diese Daten, um die durch die Objektbe-
wegungen vorgegebene Abstandsfunktion zwischen einem Korperpaar zu diskretisie-
ren und eventuell zu approximieren, doch ist es oft hilfreich und gelegentlich notwen-
dig, ein Paar von nahesten Oberflichenelemeneten (closest features) zu identifizieren, die
als Zeuge (witness) des ermittelten Abstandsminimums eintreten konnen. Im Fall eines
Kontakts werden diese Informationen benottigt, um mit Hilfe von in der Kontaktregion
angreifenden Kriften oder Impulsen die Kollision physikalisch korrekt abwickeln zu
konnen. Ist die Positionierung der Flachenmenge dagegen kollisionsfrei, so kann eine
Speicherung der nahesten Oberflichenelemente im Rahmen einer Caching-Strategie zur
Beschleunigung der Abstandsberechnung eingesetzt werden (closest-features tracking).
Die Punkte minimalen Abstands auf beiden Kérpern sind im allgemeinen nicht eindeu-
tig, wie Abbildung 3.2 verdeutlicht. Es stellt sich daher die Frage, ob im Rahmen der
Dynamiksimulation die Menge aller nahesten Punkte bestimmt werden miissen, oder
ob es gentigt, sich auf ein Punktepaar als Reprisentant des minimalen Abstands zu be-
schranken. Solange die Korper nicht miteinander in Kontakt treten, ist im allgemeinen
die vollstaindige Menge der nahesten Punkte nicht von Interesse. Die Kollisionserken-
nungsfrage ist bereits durch die Identifikation eines einzigen nahesten Punktepaares
beantwortet. Dieser Zeuge des Abstandsminimums wird sich auch im Rahmen unse-
rer Caching-Strategie, die wir in Abschnitt 3.9 vorstellen werden, als hilfreich erweisen.
Erst zum Zeitpunkt der Kollision ist es erforderlich, alle Kontaktregionen (Punkte, Kan-
ten und Flachen) zu bestimmen, um Mehrfachkontakte korrekt abwickeln zu kénnen.
Die impulsbasierte Simulationsmethode, die unserer Arbeit zugrunde liegt, betrachtet
jedoch ausschliefilich Einpunktkontakte, so dafs es auch im Rahmen der Kollisionsauf-
16sung geniigt, lediglich ein nahestes Punktepaar zu bestimmen. Wir wollen in diesem
Kapitel eine Funktion x definieren, die einem Paar (Fq,F,) von Oberflichenelemen-
ten der beiden Korper einen Vertreter der Menge aller nahester Punktepaare zwischen
F; und F, zuordnet. Dabei bezeichnet x1(F1,F2) und x2(F1, F2) die erste bzw. zweite
Komponente des Punktepaares. Das naheste Punktepaar der beiden Korper, das wir
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in Analogie mit x (K1, K2) bezeichnen wollen, kann dabei beliebig aus der Menge der
nahesten Punktepaare aller Oberfldchenelemente der beiden Korper gewéahlt werden.
Nach Lemma 3.1 gilt somit:

{x(F1,F2) | 8(F1,F2) = 8(K1,K2), (F1,F2) €
f]XVZUV1><.7:2U5]><€1} falls K1NK,=0;
{x(F1,F2) [FinF2#£0, (F1,Fp) €
E1xFrUF1xE } sonst .

X(Kq,K2) €

3.2 Verfahren fiir konvexe Polyeder

Der Spezialfall konvexer Polyeder ist in der Literatur intensiv diskutiert worden [DK83,
GJKS88, Bar92, LC91, Lin93, Cam97, Mir97b]. Neben den theoretischen Ergebnissen,
die wir in 2.6.2 vorgestellt haben, erlaubt diese Einschrankung der Korpergeometrie
den Einsatz duflerst effizienter Algorithmen von grofser praktischer Bedeutung. Wie
wir bereits in 2.6.4 erwdhnt haben, lassen sich diese Algorithmen in zwei Kategorien
einteilen, namlich featurebasierte und simplexbasierte Verfahren. Allen gemeinsam ist die
Fahigkeit, unter Ausnutzung temporiirer Kohiirenz sublineare Laufzeiten zu erzielen.

3.2.1 Featurebasierte Verfahren

Die Oberflichenelemente eines Polyeders sind die Eckpunkte, Kanten und Flachen, an-
hand derer die Oberfliche des Polyeders beschrieben wird. Featurebasierte Algorith-
men fithren geometrische Operationen auf den Oberflichenelementen durch, und zwar
mit dem Ziel das Kollisionserkennungs- bzw. Abstandsberechnungsproblem zu 16-
sen. Uber lange Zeit galt der closest-features tracking-Algorithmus von LIN und CAN-
NY [LC91, Lin93] als das effizienteste Verfahren zur Bestimmung des Abstands zwei-
er konvexer Polyeder. Erst die Weiterentwicklung durch MIRTICH, die zu dem soge-
nannten V-Clip-Algorithmus [Mir97b] fiihrte, konnte die empirische Laufzeit des Lin-
Canny-Verfahrens verbessern. Der V-Clip-Algorithmus verhilt sich zudem in dege-
nerierten geometrischen Situationen unproblematischer und zeichnet sich neben einer
hoheren numerischen Stabilitdat durch einfachere Implementierbarkeit aus.

Der closest-features tracking-Algorithmus

Das von LIN und Canny [LC91, Lin93] vorgestellte Verfahren lduft ausgehend von ei-
nem Paar von Oberflichenelementen der beiden Korper iiber deren Randdarstellungen
und tauscht anhand lokaler Tests die Oberflachenelemente durch benachbarte Elemen-
te aus, bis keine Verbesserung des Distanzwertes mehr erzielt werden kann. Wir wollen
den Algorithmus fiir den zweidimensionalen Fall skizzieren. Die Ubertragung in den
RR3 ist offensichtlich und kann in [Lin93] im Detail nachgelesen werden. Im Mittelpunkt
des Lin-Canny-Algorithmus’ steht der Begriff der externen Voronoiregion eines Oberfla-
chenelementes.
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Abbildung 3.3 Die externen Voronoiregionen eines Polygons.

T2 (e2) \\\ R(v2) /’/

,

Definition 3.1 (Externe Voronoiregion eines Oberflichenelementes). Sei F ein Ober-
flachenelement eines d-dimensionalen Korpers im Sinne von Definition 2.1. Die Voro-
noiregion von F, die wir mit Rv/(F) bezeichnen wollen, ist die Menge aller Punkte au-
Berhalb des Korpers, die zu F ndher liegen, als zu allen anderen Oberfldchenelementen
des Korpers. O

Im R? betrachten wir als Korper ein Polygon, dessen Oberfliche durch Eckpunkte
und Kanten beschrieben wird. Abbildung 3.3 zeigt einen solchen zweidimensionalen
Korper sowie die Voronoiregionen seiner Oberflichenelemente, die den Raum aufSer-
halb des Polygons partitionieren. Die Voronoiregionen kdnnen auf einfache Weise be-
stimmt werden. Dazu betrachtet man fiir jeden Eckpunkt v des Polygons die beiden
von ihm ausgehenden Strahlen r1(v) und r;(v), deren Richtungsvektoren senkrecht
auf den zu v inzidenten Kanten stehen. Diese Strahlen grenzen die Voronoiregionen
der Oberflichenelemente voneinander ab. Die Region eines Eckpunktes v ist der un-
endliche Kegel, der von den beiden Strahlen r1(v) und r,(v) eingeschlossen wird. Als
Voronoiregion einer Kante erhélt man das in einer Richtung offene Rechteck, das durch
die Kante und die beiden auf ihr senkrecht stehenden Strahlen gebildet wird. Der Lin-
Canny Algorithmus basiert auf dem folgenden Satz, der in [Lin93] fiir den dreidimen-
sionalen Fall bewiesen wird.

Satz 3.2. Seien A und B zwei disjunkte, konvexe Polygone und a und b die nahesten Punkte
zwischen den Oberflichenelementen Fq von A bzw. Fy, von B. Dann gilt, daf$ a und b naheste
Punkte zwischen A und B darstellen, wenn a € Rv(Fp) und b € Rv/(Fq) ist.

Um zu verstehen, wie dieses hinreichende Kriterium zur Bestimmung des nahesten
Paares von Oberflaichenelementen benutzt werden kann, betrachten wir die Situation
im linken Teil von Abbildung 3.4. Die nahesten Punkte a und b der Oberflichenelemen-
te Fq und Fy, liegen jeweils in der Voronoiregion des anderen Elementes. Nach Satz 3.2
handelt es sich also um ein nahestes Punktepaar der beiden Polygone A und B. Der
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Abbildung 3.4 Die Arbeitsweise des Lin-Canny-Algorithmus: Nach der Objektbewe-
gung (Bild 2) wird das naheste Oberflichenelement Fy, aktualisiert
(Bild 3).

R(Fv)

beR(F)undae R(Fp) beR(Fy) aber a & R(Fyp) beR(Fq) und a € R(Fyp)

so gefundene Polygonabstand kann nicht mehr verbessert werden, das Verfahren ter-
minijert. Das in dem rechten Teil von Abbildung 3.4 dargestellten Szenario bezeichnen
a und b ebenfalls die Punkte minimalen Abstands zwischen F, und Fy. Zwar liegt b
immer noch in der Voronoiregion von Fq, doch a hat die Region von Fy, verlassen. Dies
erkennt man daran, daf8 a auf der ,falschen” Seite des Voronoistrahls r{(v) liegt. Der
Lin-Canny-Algorithmus aktualisiert nun das Oberfldchenelement Fy. Dieses wechselt
von dem Knoten v zu der zu ihm inzidenten Kante e. Anschlieflend werden die nahe-
sten a, b zwischen F, und Fy, neu berechnet und der Voronoi-Test wiederholt. Das Paar
von Oberfldchenelementen wird nun solange aktualisiert, bis ein Paar nahester Punkte
zwischen den beiden Korpern gefunden ist.

Die Korrektheit sowie die Terminierung des Verfahrens, wobei letztere nur unter be-
stimmten Voraussetzungen garantiert ist, werden in [Lin93] bewiesen. Dort findet man
auch eine detaillierte Beschreibung der Vorgehensweise im dreidimensionalen Fall. Der
wesentliche Unterschied beschrankt sich dabei jedoch auf die Gestalt der Voronoiregio-
nen, die durch Ebenen statt Strahlen begrenzt sind (vgl. Abbildung 3.5).

Fiir die Laufzeit des Verfahrens ist temporire Kohiirenz von grofier Bedeutung. Das
naheste Paar von Oberflichenelementen dndert sich nur selten, so dafs es Sinn macht
das Paar des letzten Zeitschritts zwischenzuspeichern und als Ausgangspunkt im nich-
sten Aufruf der Abstandsberechnung zu verwenden. Selbst wenn die Korper sich
sehr schnell bewegen oder ihr Polyedermodell sehr fein aufgelost ist, stellt das Paar
von Oberflichenelementen des letzten Zeitschritts eine giinstige Initialisierung des Lin-
Canny-Verfahrens dar. Diese Ausnutzung temporarer Kohdrenz macht die Laufzeit des
Algorithmus’ nahezu unabhéngig von der Polyederkomplexitit, so dafs man dem Ver-
fahren in der Praxis eine konstante Laufzeit bescheinigt [Mir97a]. In [CLMP95] wurde
jedoch gezeigt, dafd die erforderliche Rechenzeit bei nicht vorhandener Kohérenz etwa
linear mit der Beschreibungskomplexitdt der Polyeder wéchst.
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.5 Die externen Voronoiregionen des Eckpunktes v, der Kante e und der
Fliache f eines achsenorientierten Quaders.

Der V-Clip-Algorithmus

Der Lin-Canny-Algorithmus weist trotz hoher Effizienz zwei wesentliche Schwach-
punkte auf:

1. Im Fall von sich durchdringenden Polyedern gerat der Algorithmus in eine End-
losschleife. Um die Terminierung garantieren zu konnen, ist die Einfiihrung eines
kiinstlichen Abbruchkriteriums, basierend auf der Zahl der durchgefiihrten Ite-
rationen, erforderlich. Eine Wahl fiir die Iterationenbegrenzung, die sich in allen
Situationen als ausreichend erweist und die Laufzeit des Algorithmus’ nicht all-
zu sehr beeintrachtigt, ist schwierig. Daneben macht das Verhalten des Algorith-
mus’ im Kollisionsfall die Bestimmung eines Mafles fiir die Durchdringungstiefe
der Polyeder unmoglich. Eine solche Information ist jedoch zur Ermittlung des
Kollisionszeitpunktes mittels Nullstellensuche auf der Distanzfunktion hilfreich,
wie wir in Abschnitt 2.6.1 erlautert haben.

2. Auch degenerierte geometrische Situationen kénnen den Algorithmus in einen
Zyklus fiihren. Ein grofler Teil des Programmcodes setzt sich mit der korrekten
Behandlung dieser degenerierten Félle auseinander. Hinzu kommt, daf8 die nu-
merische Stabilitdt durch die Einfithrung von Toleranzen beeintrachtigt wird.

An diesen Schwachpunkten setzen die Modifikationen von MIRTICH an, die zu dem
sogenannten V-Clip-Algorithmus [Mir97b] gefiihrt haben. Dieser basiert weiterhin auf
der Grundidee des bereits vorgestellten Lin-Canny-Algorithmus’. Auch der V-Clip-
Algorithmus sucht nach Oberflichenelementen F,, Fy die das hinreichende Kriteri-
um aus Satz 3.2 erfiillen. Ist die Bedingung fiir ein Oberflichenelement verletzt, so
wird das Element solange durch Nachbarelemente ersetzt, bis die Distanz des aktu-
ellen Paares von Oberflichenelementen (Fq, Fy) nicht mehr verringert werden kann.
Ein entscheidender Unterschied zum Lin-Canny-Algorithmus besteht nun darin, daf3
die nahesten Punkte zwischen Fq und Fy, bis zum Zeitpunkt der Terminierung niemals
explizit berechnet werden. Die degenerierten geometrischen Situationen, die dem Lin-
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Abbildung 3.6 Zustinde und Ubergénge des V-Clip-Algorithmus'.

Canny-Algorithmus Schwierigkeiten bereitet haben, erweisen sich aus diesem Grund
als unproblematisch. Des weiteren ermoglicht die Vorgehensweise die Beschrankung
des Verfahrens auf disjunkte Korper zu beseitigen. Der V-Clip-Algorithmus ist selbst
im Kollisionsfall in der Lage, Abstandsinformationen in Form der Durchdringungstiefe
zuriickzuliefern.

Im Rahmen der Aktualisierung eines Oberflichenelementes werden zwei Fille un-
terschieden. Beim Ubergang auf ein hoherdimensionales Element stellt das Verfahren si-
cher, dafs die Distanz der Oberfldchenelemente sinkt. Wird dagegen ein Oberfldchenele-
ment durch ein Element niedrigerer Dimension ersetzt, so garantiert die Vorgehensweise,
dafd der Abstand von F, und Fp, unverdndert bleibt. Aus dem Zustandsdiagramm in
Abbildung 3.6 kénnen alle moglichen Uberginge zwischen Paaren von Oberflichen-
elementtypen abgelesen werden. V steht dabei fiir einen Eckpunkt, £ fiir eine Kante
und F fiir eine Flache. Ein durchgezogener Pfeil markiert einen Ubergang, der zu einer
Verringerung des Abstands von Fq und Fy, fithrt, wiahrend ein gestrichelter Pfeil eine
Ersetzung symbolisiert, die die Distanz der Oberflichenelemente unverandert lafit. Je-
der unendlich lange Weg in dem Graphen muf? eine unendliche Zahl durchgezogener
Pfeile benutzen, die alle zu einer Verringerung des Abstands zwischen F, und Fy, fiih-
ren. Da es jedoch nur endlich viele Paare von Oberfldchenelementen gibt, ist dies nicht
moglich und eine Terminierung des Verfahrens garantiert.

Die Modifikationen von MIRTICH verhindern also das zyklische Verhalten im Kol-
lisionsfall, so dafd ein Maf fiir die Durchdringungstiefe dhnlich effizient wie im kolli-
sionsfreien Fall berechnet werden kann. Degenerierte geometrische Situationen stellen
tiir den Algorithmus kein Problem dar, was den Programmcode einfacher und den Ver-
zicht auf numerische Toleranzen erst moglich macht.

3.2.2 Simplexbasierte Verfahren

Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Verfahren, in denen die Oberfldchenelemente
im Mittelpunkt stehen, operieren simplexbasierte Verfahren auf den Simplices der Po-
lyeder. Diese sind durch Teilmengen der Eckpunktmenge bestimmt. Ein d-Simplex
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des R3 ist die Konvexkombination von d + 1 linear unabhédngigen Punkten des R3. Die
simplexbasierten Verfahren arbeiten somit auf Punkten, Geradensegmenten, Dreiecken
und Tetraedern. Der GJK-Algorithmus [GJK88] ist der wichtigste Vertreter dieser Klas-
se von Abstandsberechnungsverfahren. Die Algorithmen von RABBITZ [Rab94] und
CAMERON [Cam97] fithren Modifikationen zur Verbesserung der praktischen Laufzeit
durch.

Der GJK-Algorithmus

In [GJK88] haben GILBERT, JOHNSON und KEERTHI einen Algorithmus vorgestellt, der
in ,erwarteter” Laufzeit O(|V(P)| + [V(Q)|) den Abstand zweier konvexer Polyeder P
und Q bestimmt. Im Uberlappungsfall liefert das Verfahren als MaS fiir die Durchdrin-
gungstiefe die minimale Lange aller Verschiebungsvektoren, die die beiden Polyeder
voneinander trennen (minimale translatorische Distanz). Der Algorithmus betrachtet da-
zu die sogenannte Minkowski-Differenz Q — P der beiden konvexen Polyeder.

Q-P={q—p|aeQ,peP}.

Das Resultat dieser Operation ist selbst wieder ein konvexer Polyeder, das sogenannte
Minkowski-Differenz-Polyeder Z. Die folgende Beobachtung zeigt die Bedeutung von Z
im Rahmen der Abstandsberechnung:

min ||z]| =
zeZ

5(P,Q) fallsPNQ=20;
min{[|q—p||a€Q,peP, PN(Q+(q—p)) =0} fallsPNQ#0.

Dabei bezeichnet Q +t das Ergebnis der Anwendung einer Translation t auf alle Punkte
der Punktemenge Q.

Durch die Betrachtung der Minkowski-Differenz wird das Kollisionserkennungspro-
blem auf die Beantwortung der Frage reduziert: Ist der Ursprung o in Z enthalten? Es
gilt ndmlich:

PNQ=0 <= 3dpePqeQ:p=q
& dpePqeQ:p—q=0
&— o0€Q—-P=Z.

Der GJK-Algorithmus sucht nun einen Simplex von Z, der den geringsten Abstand
zum Ursprung besitzt (Abstandsberechnung) bzw. der den Ursprung enthalt (Kollisionser-
kennung). Dabei wird das Minkowski-Differenz-Polyeder jedoch nicht explizit berech-
net. Aufgrund der Konvexitdt von Z gentigt es die benétigten Eckpunkte bei Bedarf zu
bestimmen. Durch die nahesten Punkte von P und Q verlduft jeweils eine unterstiit-
zende Ebene, die senkrecht auf dem Verbindungsvektor dieser Punkte steht. Fiir diese
unterstiitzenden Ebenen gilt, dafy das entsprechende konvexe Polyeder vollstandig auf
einer Seite der zu ihm gehorenden Ebene liegt. Die Existenz eines solchen Paares unter-
stiitzender Ebenen durch Punkte p und q ist ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafiir, dafs man anhand von p und q (und deren lokalen Umgebungen) den Abstand
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3.2 Verfahren fiir konvexe Polyeder

von P und Q bestimmen kann. Ubertr'agt man das Kriterium auf das Polyeder Z, so
wird das Abstandsminimum durch einen Punkt w € Z definiert, dessen unterstiitzen-
de Ebene mit Normalenvektor w alle Punkte aus Z vom Ursprung trennt.

Der Algorithmus startet nun mit einem beliebigen Simplex von Z. Im einfachsten
Fall handelt es sich um einen 0-Simplex, der durch ein beliebiges Eckpunktpaar (q,p)
der beiden Polyeder definiert wird. In einem ersten Schritt ist der naheste Punkt w
des Simplex vom Ursprung zu bestimmen (im Fall des 0-Simplex: w = q — p). Die
unterstiitzende Ebene X,,, die auf dem Ortsvektor w von w senkrecht steht, ist durch
die Nullstellen der folgenden Funktion gegeben:

QW:R3 - R

z = WTW—WTZ.

1. Fall: W e V(Z): gw(v) <0
Das konvexe Polyeder Z liegt beziiglich ,, vollstindig auf der dem Ursprung
gegeniiberliegenden Seite, da diese Bedingung fiir alle Eckpunkte erfiillt ist. Wir
haben daher das gesuchte Punktepaar (q,p) gefunden, denn &(q,p) = ||w| ist
der minimale translatorische Abstand der beiden Polyeder.

2. Fall: 3ve V(Z): gw(v) >0
In diesem Fall stellen die w charakterisierenden Punkte nicht das gesuchte Punk-
tepaar dar. Aufgrund der Konvexitit gilt, dafs das Geradensegment zwischen w
und v vollstandig innerhalb von Z liegt, d.h.

XA =wH+Av—w)eZ, 0<A<L1.

Fiir den quadratischen Abstand des Punktes x(A) zum Ursprung gilt:
52(x(A),0) = x(A)? = [w+A(v—w)]”

Die Ableitung der Abstandsfunktion in dem Parameterwert A = 0 liefert:

d52(x(N),

M (0) — —ZWTW + ZwTv

dA
= —2gw(v)<0.

Es existieren also Punkte auf dem Geradensegment durch w und v, die ndher zum
Ursprung liegen als w.

Die Funktion g,, liefert einen einfachen Optimalitéitstest fiir den Punkt w € Z. Man
sucht einen Eckpunkt (Konvexitit!) v,, € Z mit

gw(Vw) = max gy, (v) = max —w'v.

vev(Z) vev(Z)
Der Punkt v, wird als unterstiitzender Eckpunkt von Z in Richtung von w bezeichnet. Die
Bestimmung von v,, kann auf die Suche nach unterstiitzenden Eckpunkten g.,, pw von

Q und P zuriickgefiihrt werden.
max —wlv = max —wl(qg—p) = max wip+ max —wlq.
vev(Z) aeV(Q),peV(P) pEV(P) qev(Q)
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Wir miissen anschlieffend die folgende Fallunterscheidung durchfiihren:

1. Fall: gy(vw) <0
Der Punkt w mit Ortsvektor w = g — p bestimmt das gesuchte Punktepaar sowie
die minimale translatorische Distanz &(q,p) = |[w|| der beiden konvexen Poly-
eder Q und P.

2. Fall: gw(vy) >0

Der Punkt w verletzt das Optimalitdtskriterium der trennenden Ebene, so daf3
der zugrundeliegende Simplex S, verbessert werden muf3. Man berechnet dazu
die kleinste Teilmenge von Knoten aus S,,, die einen Simplex definieren, in dem
w enthalten ist. Diese Teilmenge besteht aus mindestens einem und hochstens
drei Eckpunkten von Z. Anschliefiend wird der Punkt v,, zu dieser Menge hinzu-
genommen. Das Resultat ist eine zwei- bis vierelementige Eckpunktmenge, die
einen Simplex S,,s definiert und alle Punkte auf dem Geradensegment zwischen
w und v enthilt.

Bei den Simplices handelt es sich um einfache geometrische Strukturen, so dafs der
naheste Punkt zum Ursprung, w’, ohne groflen Aufwand fiir die nichste Iteration be-
rechnet werden. Da die Zahl der Simplices endlich ist, terminiert das Verfahren. In der
Praxis erweist sich die Zahl der Iterationen als nahezu unabhéngig von der Komple-
xitdt der zugrundeliegenden Polyeder. Die Bestimmung von v,, verursacht Kosten in
Hohe von O(|P| + |Q|). In der Praxis lassen sich daher lineare Laufzeiten erwarten.

Die modifizierten GJK-Algorithmen

Da die Zahl der Simplexverbesserungen als konstant erachtet werden kann, sind ledig-
lich Modifikationen beziiglich der Vorgehensweise zur Bestimmung unterstiitzender
Eckpunkte sinnvoll. Im Algorithmus von CHUNG TAT LEUNG [Leu96] wird eine hier-
archische Repriisentation des konvexen Polyeders durch Simplices verwendet, die in der
Arbeit von DOBKIN und KIRKPATRICK [DK83] vorgestellt wurde. Diese Datenstruktur
erlaubt den unterstiitzenden Eckpunkt des konvexen Polyeders P in einer vorgegebe-
nen Richtung in Zeit O(log [V(P)|) zu bestimmen. Die Konstruktion verbessert die bei
Kohirenz zu beobachtende , empirische “ Laufzeit auf O(log [V(P)|+log|V(Q)|), wobei
P und Q die betrachteten konvexen Polyeder bezeichnen.

Von grofSerer praktischerer Bedeutung ist der Einsatz des sogenannten Hill-Climbing-
Verfahrens. Zur Ermittlung des unterstiitzenden Knotens in Richtung w startet es mit
einem beliebigen Knoten v € V(P). Der Eckpunkt v wird nun mit allen Nachbarkno-
ten v/, d.h. mit allen durch eine Kante mit v verbundenden Eckpunkten hinsichtlich
wlv < wlv/ verglichen. Ist diese Bedingung erfiillt, so setzt man v auf v/ und fiihrt
wieder lokale Vergleichsoperationen mit den Nachbarknoten des aktualisierten Eck-
punktes v durch. Auf diese Weise wandert das Verfahren tiber den Rand des konvexen
Polyeders, bis es schliefilich keinen adjazenten Knoten mehr findet, der den aktuellen
Wert wlv verbessert. Die Konvexitit des Polyeders garantiert dabei die Terminierung
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des Verfahrens. Die Wahl des Startknotens beeinflufst nicht die Korrektheit des Algo-
rithmus’, wohl aber dessen Laufzeit. Hier haben sich, wie bereits beim Lin-Canny-
Algorithmus 3.2.1 beschrieben, Caching-Strategien zur Ausnutzung temporarer Koha-
renz bewdhrt. Zwischen zwei Aufrufen des Verfahrens bietet sich das Caching des
optimalen Simplex aus dem letzten Test der beiden Polyeder an, wiahrend innerhalb
eines einzelnen Aufrufs, d.h. zwischen zwei Simplexverbesserungen, das Zwischen-
speichern des letzten unterstiitzenden Eckpunktes sinnvoll erscheint. Ein Kohédrenzar-
gument rechtfertigt diese Vorgehensweise, da sowohl die nahesten Simplices zwischen
zwei Zeitschritten als auch die Richtungen w zwischen zwei Iterationen eines Aufrufs
nur geringfiigig abweichen. Falls die Kohdrenzannahme zutrifft, 1af3t sich fiir den mo-
difizierten GJK-Algorithmus eine empirisch konstante Laufzeit [Mir97b] erwarten.

3.3 Aligemeine Verfahren

Selbstverstiandlich diirfen wir zur Dynamiksimulation realer Korper nicht auf solch
drastische Einschrankungen der Korpergeometrie zurtickgreifen, wie sie von den Ver-
fahren des vorangegangenen Abschnitts vorausgesetzt werden. Es ist daher unum-
ganglich, die vorgestellten Algorithmen fiir konvexe Polyeder auf die Abstandsberech-
nung allgemeiner Polyeder zu erweitern bzw. generelle Verfahren zu entwickeln, die
keine einschrdnkenden Annahmen iiber die Geometrie der Kdrper machen.

3.3.1 Erweiterung der Verfahren fiir konvexe Polyeder

Unsere Uberlegungen aus Abschnitt 3.1 haben gezeigt, da8 zur Abstandsberechnung
zweier Korper K1, K, das folgende Optimierungsproblem gelost werden muf3:

3
min §6(K1,K3) = Z(XH —x21)?
i=1

s.d. X1 € /C], X2 € K>

Falls der Korper Ky in r konvexe Teile ICq1, . . ., K1, zerlegt ist (vgl. Abschnitt 2.6.4) und
Korper K, als Vereinigung von s konvexen Polyedern K;,..., Ky, dargestellt wird,
1ag3t sich das allgemeine Abstandsberechnungsproblem auf den Fall fiir konvexe Poly-
edermodelle reduzieren. Dazu sind rs Probleme der quadratischen Programmierung
mit linearen Nebenbedingungen zu l6sen:

min §(K1i,K25) = 33 (x1k — xa1)?
s.d. X]G’CH,XzE/Czj, 1<i<r,1<j<s

Neben den bekannten Algorithmen zur Losung solcher Optimierungsaufgaben bieten
sich insbesondere die effizienten Abstandsberechnungsverfahren aus Abschnitt 3.2 zur
Losung der Teilprobleme an.

In [PML95] wird ein Beschleunigungsansatz fiir diese Vorgehensweise vorgestellt.
Dabei werden zunédchst die konvexen Hiillen der beiden nichtkonvexen Polyeder und
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statt der Distanz aller konvexen Teilkorperpaare der Abstand der konvexen Hiillen be-
stimmt. Der Abstand stellt eine untere Schranke fiir die tatsdchliche Distanz der beiden
Polyeder dar. Zur Beantwortung der Kollisionserkennungsfrage geniigt diese Infor-
mation, sofern der ermittelte Abstandswert grofser Null ist. Im Fall einer Kollision
der Hiillkorper ist man dagegen gezwungen, die Verpackung der beiden Korper auf-
zuldsen und die rs Abstandsberechnungen durchzufiihren. Das eigentliche Problem
ist und bleibt jedoch die Bestimmung einer giinstigen konvexen Zerlegung der Korper,
was wir bereits in 2.6.4 diskutiert haben. Unter der Annahme, daf3 die Abstandsberech-
nungsverfahren aus Abschnitt 3.2 konstante Laufzeiten erzielen, wird die algorithmi-
sche Komplexitdt des Verfahrens fiir allgemeine Polyeder von der Zahl der konvexen
Teilkorperpaare dominiert. Betrachtet man beispielsweise die Polyedermodelle zweier
Tori, so betrdgt die Laufzeit des Verfahrens O (n?), wobei n die Anzahl der Torusflichen
beschreibt.

LIN, MANOCHA und PONAMGI haben in [PML95] versucht, das closest-features
tracking-Verfahren fiir konvexe Polyeder auf die allgemeine Problemstellung zu tiber-
tragen, ohne auf eine konvexe Zerlegung der beteiligten Korper zurtickgreifen zu miis-
sen. In diesen Zusammenhang wurde der Lin-Canny Algorithmus derart erweitert,
daf8 auch Uberlappungen konvexer Polyeder erkannt werden. Das modifizierte closest-
features tracking-Verfahren wird zunichst auf die konvexen Hiillen der beiden Poly-
eder angewendet. Bei dieser Vorgehensweise geht jedoch die exakte Abstandsinfor-
mation verloren, da im kollisionsfreien Fall nur die Distanz der konvexen Hiillen zu-
riickgeliefert werden kann. Falls diese tiberlappen, unterscheidet man zwischen den
kollidierenden Flachen der Originalpolyeder und denen, die erst durch die Konstrukti-
on der konvexen Hiille entstanden sind. Letztere miissen gesondert behandelt werden,
um die von ihnen iiberdeckten Kollisionsflichen der Originalobjekte finden zu kénnen.
Auf diese Weise wird die vollstindige Kontaktregion bestimmt, was fiir die analyti-
schen Verfahren der zwangsbasierten Kollisionsauflosung von Bedeutung ist. Aller-
dings mufs die numerische Stabilitdt und somit auch die Praktikabilitdt des Verfahrens
in Frage gestellt werden.

Aufgrund der Problematik im Zusammenhang mit der Bestimmung konvexer Zer-
legungen wollen wir uns im folgenden mit Verfahren beschiftigen, die eine solche Vor-
verarbeitung nicht voraussetzen.

3.3.2 Hiillkorperbasierte Verfahren

Ahnlich wie im Fall der statischen Kollisionserkennung arbeiten auch alle hiillkorper-
basierten Abstandsberechnungsverfahren mit einem einfachen Ausschlufitest fiir die
im Rahmen der Hiillkorperhierarchie definierten Teile der beiden Objekte. Dabei nutzen
sie die Tatsache aus, dafs der Hiillkorperabstand eine untere Schranke fiir die Distanz
der eingeschlossenen Teilkorper darstellt. Ist dieser Abstandswert grofier oder gleich
dem exakten Abstand, der zwischen zwei beliebigen Oberflachenelementen der Kor-
per festgestellt wurde, so kann auf eine weitere Betrachtung des Teilkorpers verzichtet
werden.

Die in Abschnitt 2.6.4 beschriebenen Vorteile der Verwendung von Hiillkdrperhier-
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archien, insbesondere die Fahigkeit mit unstrukturierten Flichenmengen sinnvoll um-
gehen zu konnen, pradestiniert die hiillkdrperbasierten Abstandsberechnungsverfah-
ren fiir den Einsatz in Dynamiksimulationen mit realem Anwendungshintergrund.

Im Gegensatz zu der Vielfalt der Hiillkorpertypen, die im Rahmen effizienter Ray-
Tracing- und statischer Kollisionserkennungsverfahren studiert wurden, ist die Zahl
der untersuchten Hiillkdrpertypen im Rahmen des Abstandsberechnungsproblems
vergleichsweise gering. Dies mag daran liegen, dafs die Bestimmung der Distanz zwi-
schen den in der Kollisionserkennung gebrauchlichen Hiillkdrpertypen, wie beispiels-
weise beliebig orientierten Boxen, ungleich schwieriger ist, als die Beantwortung der
Uberlappungsfrage. Ein anderer Grund ist, daf} der Abstandsberechnung generell nicht
die Bedeutung zugemessen wird, die die Kollisionserkennung bereits erlangt hat. In
vielen Anwendungen ist der inhdrente Mehraufwand der Berechnung von Abstands-
informationen nicht erwiinscht. Dennoch gibt es einige wenige Verfahren, die sich in
dem von ihnen verwendeten Hiillkérpertyp unterscheiden. QUINLAN [Qui94] verwen-
det Kugeln als Hiillkorper, die LARSEN ET AL. [ESCD99] als sogenannte Swept-Sphere-
Volumes verallgemeinern. Swept-Sphere-Volumes sind einfache geometrische Formen
wie Punkte, Linien oder Rechtecke, die um einen konstanten ,Radius” ausgedehnt wer-
den. So ist beispielsweise das Swept-Sphere-Volume eines Liniensegmentes ein Zylin-
der mit Kugelkappen. KONECNY legt dem in [Kon98] vorgestellten Abstandsberech-
nungsverfahren Hiillkorper zugrunde, sie sich als Schnitt geeignet gewédhlter Halb-
ebenen ergeben. JOHNSON und COHEN [DE98] verwenden beliebig orientierte Boxen,
wobei sie zur Hiillkorperabstandsberechnung den simplexbasierten Algorithmus von
CAMERON [Cam97] einsetzen. Dieser arbeitet jedoch lediglich auf relativ komplexen,
konvexen Polyedern effizient. Achsenorientierte Boxen sind unverstandlicherweise im
Rahmen der hiillkérperbasierten Abstandsberechnung nicht betrachtet worden.

Wir wollen uns im Gegensatz zu obigen Verfahren nicht auf einen bestimmten Hiill-
korpertyp festlegen. Statt dessen werden wir alle Hiillkorpertypen betrachten, die sich
im Rahmen der statischen Kollisionserkennungsverfahren als effektiv erwiesen haben.
Die zusatzlichen Aufgaben, die sich aus der Verwendung unterschiedlicher Hiillkor-
pertypen ergeben, betreffen nur am Rande den Aufbau der Hiillkorperhierarchie. Von
grofierer Bedeutung ist es, das Problem der approximationsgiiteoptimalen Berechnung
der verschiedenen Hiillkoérper sowie das Hiillkdrperabstandsberechnungsproblem ef-
fizient zu losen.

Nach diesem Uberblick iiber die bisherigen Losungsansitze, werden wir unseren
Ansatz zur Losung des Abstandsberechnungsproblem erarbeiten. Dabei werden wir
zundchst einen naiven, kombinatorischen Algorithmus diskutieren, der den Abstand
zweier Korper auf der Basis von Lemma 3.1 durch Vollenumeration der Alternativen-
menge 10st. AnschlieSend werden wir zeigen, wie das naive Verfahren mit Hilfe der
Branch-and-Bound-Technik beschleunigt werden kann.

3.3.3 Das naive Verfahren

Unsere Uberlegungen in Abschnitt 3.1 legen einen einfachen Algorithmus zur Bestim-
mung des Euklidischen Abstands zweier Korper nahe. Gleichung 3.1 reduziert die
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Algorithmus 1 Ein naiver Algorithmus zur Abstandsberechnung zweier Korper.

Eingabe: Die beiden Korper K7 und /.

Ausgabe: Der Abstand 6(K1,K;) und ein nahestes Punktepaar
X(K1, ;) der beiden Korper.

DISTANCE(K 1, X))

(1)  d* oo
) foreach f1 € F;

(3) foreach f; € F,

(4) [d, (p1,p2)] « FACEFACEDISTANCE(f, f3)
(5) ifd<d*

(6) a* « d

) pie—pi 1=1,2

(8)  return [d*, (p},p})]

Abstandsberechnung zweier Flachen auf drei elementare Probleme, ndamlich die Be-
stimmung des Abstands zweier Kanten sowie eines Punktes von einer Fliche und
den Kante-Fliche-Uberlappungstest. Diese elementaren Abstandstests werden in Ab-
schnitt 3.4 diskutiert. Wir wollen an dieser Stelle davon ausgehen, dafd wir tiber eine
Routine FACEFACEDISTANCE verfiigen, die die Distanz 5(f1, f2) zweier Flachen berech-
net und den Abstandswert zusammen mit einem nahesten Punktepaar (p1,p2) zurtick-
liefert. Die Vollenumeration der Alternativenmenge 77 x F; in Algorithmus 1 ermog-
licht die Bestimmung des Abstandsminimums $(XCy, ;) = min {6(f1,fz) ‘ (f1,f2) €
F 1 X F 2}.

Da der Algorithmus selbst in der Praxis eine quadratische Laufzeit in der Flachen-
zahl besitzt, ist die Verwendbarkeit des naiven Verfahrens im Rahmen einer echtzeitfa-
higen Kollisionserkennung fiir Szenarien mit komplexen Korpern stark eingeschrankt.
Die Einfachheit der Vorgehensweise erlaubt jedoch ihren Einsatz zur Losung kleiner
Teilprobleme, wie sie beispielsweise von Divide-and-Conquer-Algorithmen generiert wer-
den. Gleichzeitig stellt das Verfahren einen Vergleichsmafistab dar, gegeniiber dem die
von uns entwickelten Algorithmen ihre Uberlegenheit demonstrieren miissen.

3.3.4 Das Branch-and-Bound-Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir darstellen, wie das naive Verfahren aus 3.3.3 mit Hilfe
des Branch-and-Bound-Paradigmas zur Losung von Minimierungsproblemen beschleu-
nigt werden kann. Diese Technik erlaubt die praktische Laufzeit durch Reduktion der
elementaren Flache-Flache-Tests deutlich zu vermindern. Der asymptotische Rechen-
zeitbedarf fiir den worst-case erfédhrt dadurch jedoch keine Verbesserung. Die Branch-
and-Bound-Methode zdhlt auf , intelligente” Weise die Alternativenmenge eines kombina-
torischen Optimierungsproblems auf. ,Intelligent” bedeutet, dafs Teile des Losungsraums,
die als Lieferant des Optimums nicht in Frage kommen, vorzeitig ausgeschlossen wer-
den. Ausgangspunkt ist die endliche Menge X aller zulissiger Losungen, sowie eine
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Kostenfunktion ¢ : X — R. Es spielt dabei keine Rolle, ob c linear ist oder nicht. Die
Grundidee ist nun, die Alternativenmenge sukzessive zu partitionieren, die Probleme
mit kleinerem zulédssigen Bereich zu 16sen und iiber deren Losung andere Teile des zu-
lassigen Bereiches X auszuschliefSen. Um ein Branch-and-Bound-Verfahren formulieren
zu konnen, sind lediglich zwei problemspezifische Operationen zu realisieren.

1. Die Verzweigungsoperation (Branching)
Die Verzweigungsoperation zerlegt die Alternativenmenge Y C X in k disjunk-
te Teilmengen Y7,..., Yx mit der Eigenschaft U{‘:1Yi =Y. Anhand dieser Parti-
tionierungsoperation wird ein Entscheidungsbaum aufgebaut, dessen Wurzel das
Optimierungsproblem fiir die vollstindige Alternativenmenge X beschreibt und
dessen Blitter das Problem auf einzelne zuldssige Losungen {x}, x € X beschrén-
ken.

2. Die Berechnung unterer Schranken (Lower Bounding)
Diese Operation ermittelt fiir eine Teilmenge Y von X eine untere Schranke py
fir den minimalen Kostenfunktionswert min {c(y) |y € Y}, der innerhalb der
Alternativenmenge Y gefunden werden kann.

Eine Annahme, die man dabei macht, ist, dafd die Kosten c(x) einer zuldssigen Losung
x € X ,leicht” berechnet werden konnen. Der Wert c(x) stellt eine obere Schranke fiir
die Kosten c(x*) der optimalen Losung x* dar. Somit liefert jede Losung eines Op-
timierungsproblems auf Blattebene eine neue obere Schranke, die zur Aktualisierung
einer globalen oberen Schranke v herangezogen werden kann. Der Vergleich einer un-
teren mit einer oberen Schranke und insbesondere mit der globalen oberen Schranke
liefert eine Regel, die die Betrachtung von Teilbdaumen des Entscheidungsbaums, d.h.
von Teilmengen Y C X iiberfliissig macht.

Branch-and-Bound-Ausschlufsregel:

Gilt fiir das partielle Optimierungsproblem , das auf die Alternativenmen-
ge Y C X beschrankt ist:
Ly =V,

so kann auf eine Betrachtung der Menge Y verzichtet werden, da gilt:

c(x*) <v < py <min{c(y) [y eY}.

Die rekursive Prozedur FINDMIN (vgl. Algorithmus 2) formuliert das generische
Branch-and-Bound-Verfahren als Pseudoalgorithmus. FINDMIN verwendet die Funkti-
on LOWERBOUND zur Berechnung einer unteren Schranke sowie eine Routine PARTITI-
ON, die die Menge Y in k disjunkte, nichtleere Teilmengen unterteilt. Zur Bestimmung
der optimalen Losung [x*, c(x* )] initialisiert die Routine OPTIMIZE (Algorithmus 3) die
globale Variable v mit co und ruft FINDMIN auf der Alternativenmenge X auf.
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Algorithmus 2 Die Branch-and-Bound Rekursion.

Eingabe: Eine Teilmenge Y der Alternativenmenge.

FINDMIN(Y)

(1) (* v und x* globale Variablen *)
(2) ifY ={x}

(3) ifc(x) <v

4) v c(x)

(5) X* —x

(6) else

(7) uy < LOWERBOUND(Y)
8 ifv<py

) return

(10)  else

(11) PARTITION(Y, Y1,..., Yy)
(12) foreachic {1,...,k}
(13) FINDMIN(Y;)

(14) return

Algorithmus 3 Die Initialisierung des Verfahrens.

Eingabe: Die Alternativenmenge X.
Ausgabe: Die optimale Losung x* und dessen Kosten c(x*).

OPTIMIZE(X)

(1)  (*vund x* globale Variablen *)
2 ifX=0

3) return ()

(4) Ve 0

(5) x*  nil

(6) FINDMIN(X)

(7)  return [x*,c(x*)]

Da es sich bei dem vorgestellten Branch-and-Bound-Algorithmus um eine generi-
sche Beschreibung der algorithmischen Vorgehensweise handelt, miissen wir das Ver-
fahren mit unserer Problemstellung instantiieren. Aufgrund unserer Uberlegungen in
Abschnitt 3.1 gilt:

1. X:= f] ><.7:2.
2. c((f1,f2) =08(f1,f2).

Die Auswertung der Kostenfunktion fiir ein einzelnes Flachenpaar (f7,f2) € X ent-
spricht einem elementaren Abstandstest, der in Abschnitt 3.4 erldutert wird. Auf diese
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3.3 Allgemeine Verfahren

Weise erhalten wir die gesuchten oberen Schranken fiir den Kérperabstand. Weniger
offensichtlich ist die Realisierung der zentralen Operationen ,Verzweigung” und , Be-
rechnung unterer Schranken”. Ihre Umsetzung wollen wir an dieser Stelle lediglich
skizzieren. Eine detaillierte Darstellung liefern die Abschnitte 3.5 bis 3.8. In 3.5 wol-
len wir Teile der Oberflidche des Korpers in sogenannte Hiillkorper einschliefien. Da-
bei handelt es sich um kompakte, zusammenhéngende, starre Punktmengen, die die
entsprechende Flachenmenge einhiillen. Bezeichnet H(F;) die Hiillkorper der beiden
disjunkten Flachenmengen Fi, i = 1, 2, so gilt aufgrund ihrer Hiillkorpereigenschaft:

S(H(F1),H(F2)) < 8(F1,F2) .

Somit kann der Hiillkdrperabstand zur Berechnungen unterer Schranken im Rahmen
des Branch-and-Bound-Verfahrens herangezogen werden. Sei Y C X und seien F) :=
{fi| (f1,f2) € Y} die Flichenmengen von Kérper K;, i = 1,2, welche in dem durch Y
definierten Teilproblem betrachtet werden. Dann gilt:

5(H(-7:¥)>H(.7:})) < §(FY,FY) = min {c(x) |x € Y} .

Im Zusammenhang mit dem Einsatz von Hiillkdrpern miissen die folgenden Fragestel-
lungen untersucht werden:

o Welche Hiillkorpertypen konnen sinnvoll in diesem Kontext eingesetzt werden und
wie konnen diese Typen hinsichtlich ihrer Eignung verglichen werden?

e Wie konnen konkrete Hiillkdrper eines bestimmten Typs konstruiert werden und
welche Zielsetzungen sind dabei zu beachten?

e Wie kann auf effiziente Weise der Abstand zweier Hiillkorper berechnet werden?

Diese Problemstellungen sind Gegenstand der Abschnitte 3.5 und 3.7.
Beztiglich des anderen Problemkreises, namlich der Partitionierung der Alternati-
venmenge sind die folgenden Fragen zu beantworten:

e Soll die Partitionierung online, d.h. zur Laufzeit des Branch-and-Bound-Verfahrens
erfolgen oder kann sie bereits im Rahmen der Vorberechnung sinnvoll festgelegt
werden?

o Welche Zielsetzungen verfolgen wir mit der Partitionierung und an welchen Krite-
rien konnen giinstige Aufteilungen festgemacht werden?

o In wie viele Teilmengen soll die Menge Y unterteilt werden?

o Wie erfolgt die Verteilung der Flachenpaare aus Y auf die einzelnen Teilmengen
Y1, 3?2

In dem Verfahren, das wir prasentieren werden, werden die Flichenmengen F; und F
der beiden Korper unabhédngig voneinander im Rahmen der Vorberechnung aufgeteilt.
Man erhilt auf diese Weise eine Hierarchie zunehmend verfeinerter Partitionen von F;

93



3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

bzw. F,. Da wir jede Flichenmenge mit einem Hiillkorper tiberdecken sprechen wir
von einer sogenannten Hiillkorperhierarchie. Diese wird in Form eines bindren Baumes
reprasentiert (k = 2). Die erforderliche hierarchische Aufteilung von X wird durch
Kombination der Partitionen von F7 und F, zur Laufzeit des Verfahrens konstruiert.
Eine umfassende Darstellung dieser Vorgehensweise findet sich in Abschnitt 3.6.

3.4 Elementare Abstandsberechnungen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir einen sehr naiven Algorithmus zur stati-
schen Abstandsberechnung zweier Korper vorgestellt. Dabei wurde der Abstand zwi-
schen den Korpern als minimaler Abstand aller Flachenpaare der beiden Objekte ge-
funden. Der Einsatz der Branch-and-Bound-Technik soll die Zahl der zu betrachtenden
Flachenpaare deutlich reduzieren, indem gewisse Objekteile als zu weit voneinander
entfernt klassifiziert werden. Doch auch bei dieser Vorgehensweise ist es erforderlich,
tir die Flachenpaare, die nicht ausgeschlossen werden konnen, den exakten Abstand
zu ermitteln. Wir wollen uns daher im folgenden mit zwei Fragen beschéftigen:

1. Wie kann der Euklidische Abstand zwischen einem Fldchenpaar effizient berech-
net werden?

2. Wie kann ein nahestes Punktepaar zweier Flachen bestimmt werden?

Konzeptionell haben wir beide Fragen bereits in Abschnitt 3.1 beantwortet. Dort haben
wir festgestellt, dafs wir uns beziiglich der Abstandsberechnung auf die Betrachtung
der Kantenpaare sowie der Punkt-Flache-Paare der beiden Flachen zuriickziehen kon-
nen. Allerdings benétigen wir zusatzlich einen Kante-Flache-Uberlappungstest, um
im Fall einer Durchdringung der beiden Flachen den korrekten Distanzwert von 0 lie-
fern zu konnen. Diese elementaren Abstandstests sind zentraler Gegenstand dieses
Abschnittes.

3.4.1 Kante-Kante-Abstand

Die Bestimmung des Euklidischen Abstandes zweier Geradensegmente ist ein Pro-
blem, das in vielen Bereichen der geometrischen Informationsverarbeitung, sei es in
der Bildverarbeitung, im CAD-Umfeld oder im VLSI-Entwurf, auftritt. In [Lum85]
wird ein effizienter Algorithmus zur Bestimmung des Abstands zweier Geradenseg-
mente vorgestellt.

Gegeben seien zwei Kanten e; = (aj,bq) und e; = (a2, bz), wobei a; und b; die
Endpunkte von e;, i = 1,2 darstellen. Der Vektor vi := b; — a; ist der sogenannte
Richtungsvektor der Kante e;:

ei={ai+pvil0<p <1} i=1,2.
Die zugehorigen Geraden bezeichnen wir mit g bzw. g»:

gi={ai+AvilAye R}  i=1,2.
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Somit stellt die Bestimmung des Euklidischen Abstands zweier Geraden im Raum ein
relaxiertes Kante-Kante-Abstandsproblem dar. Es gilt stets:

d(er,e2) > d(g1,92) .

Wir wollen zunichst die Fragestellung im Geradenfall untersuchen und ausgehend von
den dabei gewonnenen Erkenntnissen ein Verfahren zur Ermittlung des Euklidischen
Abstands zweier Kanten vorstellen.

Seien xi = ai + Ajvi, 1 = 1,2 zwei Geraden g7 bzw. g;, dann ergibt sich der quadra-
tische Euklidische Abstand der beiden Punkte als

52(x1,%2) = (x1 —x2)% = (Av1 — Agva —vi2)? (3.2)

wobei vi; := a; — a; den Verbindungsvektor der beiden Aufpunkte bezeichnet.
Da wir den minimalen Abstand zwischen den Geraden ermitteln mochten, miissen
wir 3.2 tiber A1 und A, minimieren:

min  d(A1,A) = (Ajv] — Ao — v1p)?
s.d. A, A2 R

Die abstandsminimierenden Parameterwerte bezeichnen wir mit A7 und A3. Den qua-
dratischen Euklidischen Abstand zwischen den beiden Geraden erhilt man nun als
Abstand der so gefundenen nahesten Punkte xi(g1,92) = ai +Afv;, i=1,2:

§%(g1,92) = 8%(x1(g1, 92), x2(91, 92)) = (Njv1 — Ajva —vi2)* . (3.3)

Wir betrachten daher die partiellen Ableitungen beziiglich A; und A;:

od(A1,A

2dM, A7) 2(Mvi —Ava —via) vy,
0Aq

od(A1,A

9diAnA2) —2(Arv1 = Ava —vi2)Tva.
oA

Die Bedingungen erster Ordnung sind erfiillt, falls

. 2 T T

(1) MV —Aviva = ViV,
s T 2 T
(u) 7\1\)1\)2 — 7\2\»’2 = VvV

gilt.
Somit erhalten wir fiir A} in Abhédngigkeit von dem anderen Parameter:

AMViva+viviy AV + W,

A(Ay) = = , 3.4

1( 2) V% V] ( )
7\1VTV2 —VTV]Z 7\]\/12 — Wz

As(A) = 1 2 — , 3.5

24 V% Vz ( )
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.7 Der minimale Abstand zwischen g und g5.

allgemeiner Fall parallele Geraden

wobei V7 2, Vi, und Wi, i = 1,2 folgendermaflen definiert sind:
Vi = \gvz V= viz, Wi = v?vu, i=1,2. (3.6)
Einsetzen liefert eine explizite Darstellung von A7, i =1, 2:

T 2 T T
Viviavy —vyvipviva . WiV — WoVy,

Lo _ , (3.7)
! vivi — (vivy)? Viva =V,

R o S S AR AY o9
2 vivs — (vivy)? ViV Vi,

falls V1V; — V2, =vivZ — (vIvy)2 = (v x v2)? # 0 gilt.

Um die soeben gewonnen Ergebnisse besser verstehen zu kénnen wollen wir diese
zundchst geometrisch interpretieren. Die Parameter A und A} sind nicht definiert, falls
der Nenner von 3.7 und 3.8 Null wird. Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn
die beiden Geraden parallel sind (unter der Annahme v; # 0, i = 1,2). In diesem Fall
liegt eine entartete Situation vor, die als zweidimensionales Problem aufgefafst werden
kann (Abbildung 3.7). Als naheste Punkte konnen wir den Aufpunkt a; von g7 sowie
den Punkt auf g, mit minimalem Abstand zu a; wahlen. Letzterer wird durch den
Parameter A5(0) beschrieben. Wir erhalten somit:

X(g1»92) = (a],)\E(O)) )
(vivi)? w3
5%(g1, = d(0,A5(0)) =vi,— —E5— =vi,— 2.
(g91,92) (0,A5(0)) =v1, V2 Vi A

Im allgemeinen Fall, der in Abbildung 3.7 dargestellt ist, wollen wir nun zeigen, daf3
der minimale Abstand der beiden Geraden der Lange des auf g7 und g, senkrecht
stehenden Verbindungssegments s entspricht. Der normierte Richtungsvektor von s
ergibt sich somit als § = % Wir suchen also nach der Losung des folgenden
Gleichungssystems:
a + 7\1\)1 +ds = a; + 7\2\)2
A1
— [V1,—Vz,/s\] Al =vi2.
d
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Da g1 4 g2und v; L 8§ furi = 1,2 gilt, folgt aus der linearen Unabhédngigkeit von vy, v,
und §: det(v1,v2,8) # 0. Das lineare Gleichungssystem hat somit die folgende Losung;:

T 2 T T
det(viz, —v2,8)  viviovs —Vrvioviv)

)\*1‘ — =
det(vy, —v2,$) vivi — (vivy)?
N det(v1,v12,8) _ vivipvivy —vivivi
2 det(vq,—v>,8) vivi— (viv,)?2
det(vq,—vy,v 2
d* = ( 1) 2 ]2) _ \/(A*{V] _AEVZ_\”Z)

det(vy y V2, /S\)

Die nahesten Punkte zweier Geraden g7 und g, ergeben sich durch folgende Zuord-
nung:

(91(A%),92(A%)) falls g1 K g2;

x(91,92) = {(a1,7\§(0)) sonst .

Dabei bezeichnet gi(Ai), A\; € R, den Punkt auf der Geraden g; mit Ortsvektor a; + Avi,
i=1,2.

Der quadratische Euklidische Abstand zwischen den beiden Geraden kann folgen-
dermafsen ermittelt werden:

§%(91,92) = 8%(x1(g1,92),Xx2(91,92))

2
Vviv,,)?
V2, — ( zv%ﬂ) sonst .

Die endliche Lange von Kanten erschwert die Berechnung ihres Euklidischen Ab-
stands. Wahrend A} und A} die nahesten Punkte der mit e; und e; assoziierten Geraden
g7 und g, charakterisieren, beschreiben wir die Punkte minimalen Kantenabstands mit
den Parametern pj bzw. p5. Wir wollen im folgenden zeigen, wie pj und u3 in Abhan-
gigkeit von den Werten fiir A} und A} bestimmt werden kénnen. Analog zum Geraden-
fall erhalt man den quadratischen Euklidischen Abstand zwischen den beiden Kanten
als Abstand der nahesten Punkte xi(e1,e2) = ei(p}), mit e(p}) :== a; + pivi, i =1,2.

§%(e1,e2) = 8% (xa(er, e2),xaler, €2)) = (Wivi — wiva —vi2)? . (3.9)

Ist ein durch den Parameterwert p1 beschriebener Punkt von e gegeben, so erhilt man
den Punkt mit minimalem Abstand auf der mit e, assoziierten Geraden g,, indem man
p1 in 3.5 einsetzt. Der Parameterwert A%(j1) charakterisiert den Fufpunkt des Lotes
auf go.

Wir werden héufig den Punkt einer Kante bestimmen mdiissen, der beziiglich sei-
ner Parametrisierung moglichst nahe zu einem gegebenen Punkt der entsprechenden
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.8 Der minimale Abstand zwischen e und e;.

qz2

S
5(er, VA
(eq eZ)//’/(i

q1
by
b2 €1

Fall 1 Fall 2a

Geraden liegt. Hierzu definieren wir die folgende Funktion:

R — [0,1]CR"

0 fallsA<0;
T(A) — 1 fallsA>1;
A sonst.

Ist x = a 4 Av ein Punkt der Geraden g, so ergibt sich der zu x am nahesten gelegene
Punkt der Kante e als X = a 4+ Av, mit A := ().

Wir wollen im folgenden drei Félle unterscheiden, die sich an den Werten von A}
und Aj orientieren. Dabei bezeichnen wir die nahesten Punkte zweier nichtparalleler
Geraden mit q; und q3.

LFall: Xt € (0,1 A A3€(0,1]

Der minimale Abstand zwischen g; und g, wird an Punkten auf den Kanten e; und
e, angenommen. Abbildung 3.8 veranschaulicht die Situation. Es macht somit keinen
Unterschied, ob man zur Abstandsberechnung die Kanten oder die entsprechenden
Geraden betrachtet, da die nahesten Punkte von g7 und g, auch Punkte minimalen
Kantenabstandes darstellen. Somit gilt:

i =Aj und uy =A5.

Der minimale Abstand zwischen den beiden Kanten kann unmittelbar mit Hilfe von 3.9
bestimmt werden.

2.Fall: X ¢[0,1 V A5¢(0,1]

Wir betrachten nun den Fall, dafs mindestens ein nahester Punkt des Geradenpaares
(g1, 92) aullerhalb der mit ihm assoziierten Kante liegt. Eine solche Situation ist im
rechten Teil von Abbildung 3.8 dargestellt. Das folgende Lemma wird uns bei der Be-
stimmung der nahesten Punkte hilfreich sein.
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3.4 Elementare Abstandsberechnungen

Abbildung 3.9 Die beiden Fille in dem Beweis von Lemma 3.4.

€2

7
el X =a2
dz (O 9 reX2 =12
TPo0, - N & €2 b,
/o - b2 - g2

I I//I’J.; q
e ! 1= T
6(61,92)/// ,I"” “~~gf //:’&X{ !
/" q1 b]
/1
]

€1
aq a

X1 = b] bevor X2 = Qp X2 =Qp bevor X1 = b1

Lemma 3.3. Gilt fiir eine durch N} parametrisierte Gerade g1, daf8 A} aufSerhalb des Intervalls
[0, 1] liegt, dann entspricht der minimale Abstand zwischen der Kante ey und der Geraden
g2 dem minimalen Abstand eines Endpunktes von ey zu g,. Dabei handelt es sich um den
Endpunkt von ey, der beziiglich seiner Parametrisierung am nahesten zu A3 liegt.

Beweis. Sei A} > 1. Dies bedeutet, dafs q1 ndher zu by als zu a; liegt. Da g7 und ey
geradlinig sind, nimmt der Abstand monoton zu, wenn wir einen Punkt x; ausgehend
von q1 auf g in Richtung von e bewegen. Der linke Teil von Abbildung 3.9 zeigt die
Verschiebung. Der Endpunkt b ist der erste Punkt von ej, der bei der Bewegung von
x7 erreicht wird. Es muf sich somit um den nahesten Punkt von e zu g, handeln.

Falls A7 < 0 gilt, so liefert eine analoge Argumentation die Erkenntnis, dafs a; den
minimalen Abstand von e zu g, definiert. O

Wir kdnnen nun eine Aussage iiber das naheste Punktepaar machen, falls genau ein
A-Parameter aufierhalb des Intervalls [0, 1] liegt.

Lemma 3.4. Gilt fiir die durch N} parametrisierten Geraden g, 1 = 1,2, dafd Ay auflerhalb und
A5 innerhalb des Intervalls [0, 1] liegt, so wird der minimale Abstand zwischen ey und e; an
einem der Endpunkte von ey angenommen. Desweiteren handelt es sich dabei um den Endpunkt
von ey, der beziiglich seiner Parametrisierung am nahesten zu A} liegt.

Beweis. Sei A} > 1 und A5 € [0,1]. Anhand der Parametrisierung von g1 kénnen wir
schliefien, dafs by ndher zu q; liegt als a;. Bewegen wir uns ausgehend von q; auf der
Geraden g; in Richtung von e, so finden wir zu jedem Punkt x7 auf e; einen Punkt
x2 auf g, an dem der minimale Abstand zwischen x; und e; angenommen wird. Den
Punkt x, erhalten wir, indem wir das Lot von x; auf g, fiallen. Wahrend sich x; auf
der Geraden g7 in Richtung von b; bewegt, ndhert sich x, einem Endpunkt von e; —in
Abbildung 3.9 dem Punkt a;. Da g7 und g, Geraden sind wird der Abstand zwischen
x1 und g> monoton wachsen.

Wir kénnen nun zwei Fille unterscheiden:

1. Falls x; den Endpunkt b erreicht, bevor x; mit dem Endpunkt a,; zusammenfillt,
dann sind x7 = b7 und x;, das Punktepaar, das den minimalen Abstand zwischen
e1 und e, definiert.
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

2. Im anderen Fall muf} der von x; erreichte Endpunkt auch bei weiterer Verschie-
bung von x; der naheste Punkt zu x; sein. Das Lot von x; auf g, liefert naimlich
einen Punkt, der beziiglich seiner Parametrisierung ndher zu diesem Endpunkt
als zu dem anderen liegt, wie der rechte Teil von Abbildung 3.9 verdeutlicht.
Somit entspricht nach Lemma 3.3 der naheste Punkt von e, zu g; dem von x;
erreichten Endpunkt von e;. Sein Pendant auf e; kann nur by sein, da dies der
erste Punkt ist, welcher durch weitere Verschiebung von x; erreicht wird.

In beiden Fillen ist b der naheste Punkt zwischen den beiden Kanten auf ej.
Falls A7 < 0 und A5 € [0, 1] gilt, ergibt sich aufgrund einer analogen Beobachtung,
daf$ a7 der naheste Punkt auf e ist. O

Lemma 3.4 gestattet, einen Endpunkt einer Kante als nahesten Punkt zu wihlen,
sobald der abstandsminimierende Parameter der entsprechenden Geraden aufSerhalb
und der der anderen Geraden innerhalb des Intervalls [0, 1] liegt. Es bleiben jedoch
zwei Fragen offen:

1. Wie wird der naheste Punkt der Kante bestimmt, dessen A*-Parameter in das In-
tervall [0, 1] fallt?

2. Wie konnen die abstandsminimierenden Punkte der beiden Kanten bestimmt
werden, falls beide Parameter auflerhalb des Intervalls liegen?

Frage 1 haben wir prinzipiell im Beweis zu Lemma 3.4 beantwortet. Dabei wurde der
Punkt x1 ausgehend von q; auf g7 in Richtung von ey verschoben. Der naheste Punkt
auf e; ergab sich als Fuspunkt x, des Lotes von by (A} > 1) bzw. a; (A7 < 0) auf e,
(Fall 1) oder als der x; am nahesten gelegene Endpunkt von e, falls der x;, charakteri-
sierende Parameter auflerhalb des Intervalls [0, 1] lag (Fall 2).

Mit Hilfe von 3.5 kénnen wir den LotfufSpunkt des durch Lemma 3.4 bestimmten
Endpunkts von e auf g, bestimmen. Befindet sich der so gefundene Punkt auf der
Kante, so haben wir den nahesten Punkt auf e, gefunden, andernfalls wéahlen wir den
Endpunkt von e, der beziiglich der A*-Parametrisierung am nahesten zu dem Lotfuf3-
punkt liegt. Somit erhalten wir:

TS falls A% ¢ [0,1] AAS € 0,11
M7 VroAtot(Ay) falls At € 0,11 AAS & [0,1].
. [rtoAsotA) fallshj ¢ 0,11AN; € 0,11
"27 iy falls Af € [0, 1A € 00, 1].

Dabei bezeichnet o die Hintereinanderausfithrung der Funktionen T und A}.

Sind die Voraussetzungen von Lemma 3.4 nicht erfiillt, so miissen wir eine Antwort
auf Frage 2 finden, wollen wir den Abstand zwischen den beiden Kanten ermitteln.
Liegen beide Parameter A7 und A% aufierhalb des Kantenintervalls , so kann Lemma 3.4
nicht unmittelbar zur Bestimmung der nahesten Punkte herangezogen werden. Die
Bedingung A} ¢ [0,1] fir i = 1,2 ist nicht hinreichend, beide Endpunkte als naheste
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Abbildung 3.10 Der minimale Abstand zwischen e; und e;: Fall 2b .
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Punkte der beiden Kanten zu wihlen, wie Abbildung 3.10 zeigt. In Beispiel (a) von
Abbildung 3.10 ist by zwar der naheste Punkt zwischen e; und g, doch py ist der
Punkt auf e, an dem der minimale Abstand zwischen e und e, angenommen wird.
Der Grund ist, dafd der LotfufSpunkt von by auf g, aufierhalb der Kante e;, der von b,
auf g jedoch innerhalb der Kante e; liegt. Befinden sich allerdings beide Fufspunkte
aufierhalb der entsprechenden Kanten, wie in Beispiel (b) von Abbildung 3.10 zu sehen,
so wird der minimale Abstand zwischen den Endpunkten von e; und e; angenommen,
deren Parameter am nahesten zu A} und A} liegen.

Es ist nun leicht einzusehen, dafs beide Fille durch hochstens zweimalige Anwen-
dung von Lemma 3.4 behandelt werden konnen. Betrachten wir wieder Beispiel (a).
Wir wihlen zunéchst pj := 1, da A] > 1 ist, wenden anschlielend Lemma 3.4 an und
erhalten aufgrund von A5(pj) > 1 den nahesten Punkt auf e, durch uj := 1. Eine weite-
re Anwendung von Lemma 3.4 liefert mit A} (p3) € [0, 1] das Pendant auf e;. In Beispiel
(b) wiirde sich dagegen nach der zweiten Anwendung Aj(u3) > 1 ergeben, weshalb wir
uj auf den korrekten Wert 1 setzen wiirden. In beiden Féllen hat also die zweimalige
Anwendung von Lemma 3.4 das naheste Punktepaar geliefert. Fiir den Unterfall, daf3
beide Parameter aufierhalb des Kantenintervalls liegen, ergibt sich somit:

. [ falls A% o T(A%) € [0,1];
M7 VroniotoAsot(A) fallsAjot(A) € [0,1].
R PERE 0N falls A% o T(A%) € [0,1];
"2 7 Yroasonian) falls A5 o T(A%) ¢ [0,1].

3.Fall: A7 A3 nicht definiert

Betrachten wir Kantenpaare, so kann der Nenner von 3.7 bzw. 3.8 Null werden, wenn
eine der beiden Kanten zu einem Punkt entartet oder die beiden Kanten parallel sind.
Ersteres wollen wir fiir unsere Randreprésentation nicht erlauben, so dafs wir davon
ausgehen konnen, daf} die beiden Kanten die gleiche Richtung v haben. Unsere Ab-
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.11 Der minimale Abstand zwischen e und e;: Fall 3.

aq e b aj eq b1 aj e b
o o -
° e . ° o—j—o
\ 1 [
\ I
d(er,ez) d(er,ea)! 18(er, e2)
\ | 1
P S ° ¢ °
az ez b2 az ez b2 az ez b2

standsberechnungsproblem hat somit nur noch zweidimensionalen Charakter.

Wir nehmen im folgenden an, daf3 (ﬂv < b?v und argv < bgv, was durch Auswer-

tung von vier Skalarprodukten und zwei Vergleichen tiberpriift werden kann. Sollte
eines der Pradikate nicht erfiillt sein, so ergibt sich die folgende Fallunterscheidung
durch Umbenennung. In Bezug auf die Lage des nahesten Punktepaares gentigt es
zwei Félle zu unterscheiden.

L blv<alv v blv<aly

Das naheste Punktepaar wird von den Endpunkten der beiden Kanten gebildet.
Die Situation ist in Abbildung 3.11 (a) dargestellt. Der minimale Abstand zwi-
schen ej und e; ergibt sich als Euklidischer Abstand der beiden Endpunkte b
und a; bzw. a; und b,

{O falls blv > alv;

H= 1 falls b$v < agv .
., |1 fallsblv>alv;
F2 = 0 falls b$v < agv .

.biv>alv A blv>adlv

Das naheste Punktepaar entspricht einem Endpunkt einer Kante und einem in-
neren Punkt der anderen Kante. Anhand von Abbildung 3.11 (b),(c) sieht man
leicht ein, daf’ lediglich ein weiterer Vergleich benétigt wird, um zu entscheiden,
welche Kante den Endpunkt und welche den inneren Punkt des nahesten Punk-
tepaares stellt. Gilt (ﬂv < agv , so ermitteln wir den minimalen Abstand von a;
zu eq, andernfalls von a; zu es.

. Jo falls alv > alv;
T N0 falls aTv < alv.

15

A3(0)  falls alv > alv;
0 falls alv < alv.

Eine andere Moglichkeit den Abstand zweier paralleler Kanten e; und e, zu ermit-

teln und die zudem besser zu unserer bisherigen Vorgehensweise pafit, verwendet die
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3.4 Elementare Abstandsberechnungen

Ergebnisse aus Fall 2, wenn beide A* Parameter aufierhalb des Kantenintervalls liegen.
Haben beide Kanten die gleiche Richtung, so wird der minimale Abstand entweder an
zwei Endpunkten (Abbildung 3.11 (a)) oder am Endpunkt einer Kante und dem Fuf3-
punkt des Lotes auf die andere Kante (Abbildung 3.11 (b),(c)) angenommen. Somit gilt:

« _ JO falls A5(0) € [0,1];
M7 Yroatotony(0) falls A3(0) ¢ [0,1].
L [0 falls A5(0) € [0, 1]
"2 7 Vo0 falls A5(0) & [0, 1] .

Algorithmus 4 fafit unsere Uberlegungen zu den drei vorgestellten Fillen des
Kante-Kante-Abstandsproblems zusammen.

Algorithmus 4 Ein Algorithmus zur Bestimmung des Kante-Kante-Abstands.

Eingabe: Zwei Kanten e; = (aj,by) und e; = (az, by) im Rs.

Ausgabe: Der quadratische Euklidische Abstand der beiden Kanten so-
wie zwei naheste Punkte als Zeugen des Abstandsminimums.
EDGEEDGEDISTANCE(eq, e2)

(1) Berechne V7, V3, V12, W7 und W> anhand von 3.6

2  ifViVa— V4 =0

(3) TR

4) else

5) Berechne A} anhand von 3.7.
(6) ny — (A7)

(7) w5 A5(uT)
®)  ifuielo,1]

) return [d(p}, u3), (er(p}), e2(u3))]
(10)  else

(11) w5 T(p3)

(12) uy = Aj(p3)

(13) if 13 € [0,1]

(14) return [d(p}, u3), (e1(p}), e2(p3))]
(15) else

(16) uy & T(uy)

(17) return [d(i}, 13), (e1(1}), e2(n3))]

3.4.2 Der Punkt-Kante-Abstand

Die Uberlegungen des vorangegangenen Abschnitts zur Abstandsberechnung zweier
Kanten haben implizit eine weitere Problemstellung im Zusammenhang mit der Ab-
standsberechnung zwischen Oberfldchenelementen gelost. Die Abstandsberechnung

103



3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

zwischen einem Eckpunkt und einer Kante kann als Spezialfall des Kante-Kante-Tests
aufgefafst werden, bei dem eine Kante zu einem Punkt entartet ist.

Sei a, ein Eckpunkt und e; = {a; + uv1]0 < py < 1} eine Kante, deren Abstand
zu a; bestimmt werden soll. Dann lautet der Parameterwert A} des nahesten Punktes
zu ay auf der mit e assoziierten Geraden g1 = { a; +AvilA € R}:

T
AF — Viviz W
! V% Vi '

wobei vi; = a; — a7 den Verbindungsvektor der Aufpunkte bezeichnet.

Diese Gleichung ergibt sich unmittelbar aus 3.4, indem wir A, auf Null setzen. An-
schaulich bezeichnet A] den Fufspunkt des Lotes durch a; auf die Gerade g7. Wir kon-
nen nun zwei Fille unterscheiden:

1. Fall: A% €[0,1]

Falls der naheste Punkt auf g; innerhalb des Kantenintervalls liegt, so charakterisiert
1 := A} den nahesten Punkt zu a; auf e;. Als nahestes Punktepaar erhalten wir:

x(e1,az) == (er(uy), az) .
Der quadratische Euklidische Abstand zwischen e; und a; betrdgt nach 3.9:

§%(er,az) = (Wjvi—vi2)?

2.2 T 2
= W vi—2Wviviz vy,

W-lz W] 2

= dvi—22 w4

vzl oy e
WZ

2. Fall: A% ¢ [0, 1]

Befindet sich der durch A} beschriebene Punkt aufierhalb von e; so konnen wir Lem-
ma 3.3 anwenden und erhalten als nahesten Punkt von e zu a; den Endpunkt von e,
der beziiglich seiner Parametrisierung am nahesten zu Aj liegt:

1 fallsA; > 1.

a; fallsA] <0;
by fallsA} > 1.

. {O falls A} < 0;
H1 =

x(e1, a2) == (er(uy), az))

Der quadratische Abstand zwischen e; und a; ergibt sich somit als:

52(e1. ap) — vi, = (az— aﬂi falls A} < 0;
(az—b1) falls 7\’%k >1.
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3.4 Elementare Abstandsberechnungen

Zusammenfassend gilt also:

x(e1,a2) = (ei(t(A})), az))

vi, falls A} < 0;
6%(e1,az) = < (az—by)? fallsAy >1;
2 W

Vi2— v,  sonst.

Wir erhalten somit das in Algorithmus 5 beschriebene Verfahren zur Bestimmung
des Punkt-Kante-Abstands.

Algorithmus 5 Ein Algorithmus zur Bestimmung des Punkt-Kante-Abstands.

Eingabe: Eine Kante e; = (a7, by) und ein Eckpunkt a; im R3.
Ausgabe: Der quadratische Euklidische Abstand zwischen der Kante
und dem Eckpunkt sowie die beiden nahesten Punkte als Zeugen des
Abstandsminimumes.

VERTEXEDGEDISTANCE(eq, a)

(1) V1 — b1 —aq

2 v a-aq

B) Wi —vivy,

@) ViV

G) W, >0AV,<0)V (Wi <0AV;>0)

(6) return [v{,, (a1, az)]

(7) else if (W] >V1 /\V] >0) V (W1<V1 /\V] <O)
(8) return [(a; — b1)?, (b1, a2)]

9) else

(10) w7

(11) return [v, — wiWy, (1), az)]

3.4.3 Punkt-Flache-Abstand

In Abschnitt 3.4.1 haben wir ein Verfahren zur Bestimmung des Euklidischen Abstands
zweier Kanten vorgestellt. Die Beispiele aus Abbildung 3.1 verdeutlichen jedoch, daf3
ein weiterer Abstandstest zur Ermittlung der Distanz eines disjunkten Flachenpaares
(f1,f2) erforderlich ist. Aus diesem Grund betrachten wir im folgenden das Problem
der Punkt-Flache-Abstandsberechnung. Wir wollen zunéchst in Analogie zur Vorge-
hensweise im Kante-Kante-Fall die relaxierte Fragestellung untersuchen. Hierbei be-
steht die Aufgabe in der Ermittlung des Euklidischen Abstands zwischen dem Punkt a
und der unterstiitzenden Ebene von f. Diese bezeichnen wir im folgenden mit ¥ (f) und
schreiben In n,, um explizit auf ihre Darstellung in Hessesche-Normalform hinzuwei-
sen. Es gilt also £(f) = {x € R*|n"x = ny}. Das Vorzeichen des Normalenvektors
von f ist dabei so gewdhlt, dafs die in zyklischer Reihenfolge bezeichneten Endpunkte
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

von f, bo, by, ..., bx_1,bx = by, im Gegenuhrzeigersinn aufgezahlt sind, sofern man in
Richtung von —n auf f blickt. Der skalare Wert ng gibt den Abstand der Ebene vom
Ursprung an.

Wir erhalten somit die Distanz des Punktes a zu der Ebene Z(f) als

5(a,2(f)) =Inta—mnol.
Der naheste Punkt von X(f) zu a entspricht der Projektion 7ty (¢) von a auf die Ebene:

Ty () = A — (nfa—ny)n.

Als nahestes Punktepaar erhalten wir somit

x(a, Z(f) == (a,7ts(f)) -

Unser Ziel ist es jedoch, den Euklidischen Abstand von a zu einer Flache f C Z(f) zu
bestimmen. Der Abstand zwischen f und Z(f) stellt lediglich eine untere Schranke fiir
diesen Wert dar.

§(a,f) > 8(a,Z(f)) .

Das naheste Punktepaar zwischen a und f féllt mit dem zwischen a und X(f) zusam-
men, falls die Projektion von a auf die Ebene im Innern von f liegt. Befindet sich der
Punkt 7ty (£)(a) dagegen aufserhalb des Polygons f, so wird der minimale Abstand zwi-
schen a und einer Kante von f angenommen.

§(a, Z(f)) falls 7ty (f)(a) € f;
8(a,f) = min &(a,ef) sonst. (3.10)
er€E(f)

Der naheste Punkt von f zu a kann somit folgendermafien festgelegt werden:

a,X(f falls 7t a) ef;
x(a,f) = X( ( )) =(f)(a)
x(a,e*) sonst ,

wobei e* € {e € £(f) |5(a,e) = mér[lﬂ §(a, ef) } beliebig gewahlt werden kann.
efec

Das wichtigste Pradikat in diesem Zusammenhang gibt also eine Antwort auf die
Frage, ob ein Punkt p := 7y )(a) innerhalb des Polygons f liegt. Mit dieser Fragestel-
lung werden wir uns im folgenden beschiftigen.

Uberfiihrung der Eingabedaten in den R?

Da die Fragestellung offensichtlich zweidimensionaler Natur ist, wollen wir zunédchst
das Polygon f und den Anfragepunkt p in den R? transformieren, in dem der Punkt-
im-Polygon-Test effizient durchgefiihrt werden kann. Dies erreichen wir, indem wir
sowohl den Punkt, als auch das Polygon auf eine der Koordinatenebenen projizieren.
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3.4 Elementare Abstandsberechnungen

Abbildung 3.12 Extremfall: Projektion eines Polygons, das parallel zu einer der Koordi-
natenebenen ist.

z z
Projektion auf die x-y-Ebene. Projektion auf die x-z-Ebene.

Welche Koordinate dazu ignoriert wird, hdngt selbstverstandlich von den Eingabeda-
ten ab. Projiziert man ein Polygon stets auf die gleiche Ebene, so lduft man Gefahr,
numerisch schlecht konditionierte Daten oder schlimmstenfalls ein zu einer Kante de-
generiertes Polygon zu erhalten. Abbildung 3.12 zeigt eine optimale und eine denkbar
schlechte Wahl der Projektionsebene.

Das Problem léft sich jedoch einfach vermeiden, indem man die Koordinatenebene
wdhlt, die ,moglichst parallel” zu f ist. Dazu ist es lediglich notwendig, den betrags-
mafig grofsten Koordinatenindex des Normalenvektors zu identifizieren. Diese Vektor-
komponente kann im folgenden ignoriert werden, da die anderen beiden Indizes die
Projektionsebene definieren. Es ist nun leicht einzusehen, daf} die folgende Bedingung
stets erfiillt ist:

pef & n(p) enl(f),

wobei 7t(p) = p’ bzw. n(f) = (b}, b],...,b;_;) die Projektion von p bzw. f auf die
oben beschriebene Koordinatenebene bezeichnet. Wir wollen im folgenden annehmen,
daf3 die xy-Ebene als Projektionsebene gewdhlt wurde. Das so entstandene Polygon
(by, b], ..., by_;) wollen wir nun mit f/, den Anfragepunkt mit p’ bezeichnen.

In der Literatur ist der Punkt-im Polygon-Test in sehr vielen Variationen diskutiert
worden. Man vergleiche hierzu [Zac94]. Eine der einfachsten und effizientesten Metho-
den ist das sogenannte One-Shot-Verfahren, welches wir im folgenden vorstellen wollen.

Das One-Shot-Verfahren

Die grundlegende Idee des Verfahrens ist denkbar einfach. Um zu tiberpriifen, ob ein
Punkt p’ im Innern des Polygons f’ liegt, sendet man einen beliebigen Strahl mit An-
fangspunkt p aus und zdhlt die Zahl der Schnittpunkte mit den Kanten des Polygons.
Ist die Zahl der Schnittpunkte ungerade, so liegt der Punkt p’ innerhalb des Polygons,
andernfalls auflerhalb.
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.13 Kantenkonfigurationen, fiir die der Schnittest mit dem Strahl sehr ein-
fach beantwortet werden kann.

(NIt Y

Die Richtung des Strahls ist bei dieser Vorgehensweise beliebig. Auch die Posi-
tion des Anfragepunktes im Koordinatensystem kann verdndert werden, sofern das
Polygon die gleiche Translation erfiahrt. Diese Freiheiten konnen wir ausnutzen, um
die durchzufiihrenden Schnittests zu vereinfachen. Verschieben wir den Punkt p’, mit
p’ = (xp,yp)! in den Ursprung des Koordinatensystems und wihlen die positive x-
Achse als Strahlrichtung, so kdnnen wir in fast allen Situationen einen Kante-Strahl-
Schnittest durch einfache Koordinatenvergleiche beantworten. Jeder Eckpunkt b/ des
Polygons besitzt nach der Translation die Koordinaten (x; — xp, Yi — Yp).

Wir orientieren uns im folgenden an dem Algorithmus von [Zac94], der — einer em-
pirischen Studie des Autors nach —lediglich in 1% aller Félle den exakten Schnittpunkt
zwischen Kante und Strahl berechnen muf. Liegt der Anfragepunkt auf dem Rand des
Polygons, so wird diese Situation nicht immer korrekt erkannt und der Punkt in be-
stimmten Féllen als auflerhalb des Polygons gelegen klassifiziert. Diese Einschrankung
stellt jedoch kein Problem dar, da eine solche Situation bereits durch den Kante-Kante-
Test erfafst wird.

Die folgende Fallunterscheidung, die sich an der Lage der zu betrachtenden Kante
relativ zum Anfragepunkt p orientiert, entscheidet, ob die Kante (bs, b{ ;) den Strahl
schneidet.

LFall: xi <xp A xi41 < xp

Liegen beide Eckpunkte aufierhalb der Halbebene, die durch den Strahl als Normalen-
vektor und p’ als Aufpunkt definiert wird, so kann es keinen Schnittpunkt zwischen
der Kante und dem Strahl geben. In Abbildung 3.13 erfiillt die Kante e; diese Eigen-
schaft. Befinden sich beide Punkte auf dem Rand der Halbebene so klassifizieren wir
den Anfragepunkt ebenfalls als aufierhalb des Polygons gelegen. Diese Vorgehenswei-
se stellt eine implizite Berticksichtigung der e-Toleranz dar, die der Berechnung a priori
zugrunde liegt. Daraus folgt jedoch unmittelbar, dafd wir die Situation, die im rechten
Teil von Abbildung 3.13 dargestellt ist, nicht korrekt erkennen konnen.
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2.Fall: (yi > yp A Yir1 >Yp) V (Ui <Yp A Yit1 < Yp)

Beide Endpunkte liegen beztiglich der y-Achse entweder oberhalb oder unterhalb des
Strahls, so dafs ein Schnittpunkt zwischen Kante und Strahl ausgeschlossen werden
kann. Die Situation ist in Abbildung 3.13 fiir e, bzw. e} dargestellt.

3.Fall: (xi > xp A xig1 > %p) A [(Yi > Up A Yin <yp) V (Ui <yp A Yip1 > yp) |
Liegen beide Endpunkte innerhalb der Halbebene, durch die der Strahl verlduft, wobei
sich einer , oberhalb” und der andere unterhalb des Strahls befindet, so mufs die zuge-
horige Kante den Strahl kreuzen. Es liegt also ein Schnittpunkt vor, wie das Beispiel e3
in Abbildung 3.13 verdeutlicht.

4.Fall: (xi > xp A xip1 > xp) A (Ui =Yp V Yir1 = Yp)

Verlduft der Strahl durch genau einen der beiden Kantenendpunkte, so liegt eine
entartete Situation vor. Der Schnittpunkt zwischen den beiden Kanten und dem
Strahl darf nur einmal gezdhlt werden (Kante e4 und e} in Abbildung 3.13). In un-
serem Algorithmus berticksichtigen wir daher nur solche Schnittpunkte, in denen
die Kante ,oberhalb” des Strahls verlduft, d.h. wenn gilt: (yi =yp Avit1 >yp) V
(Ui > Yp A\VYit1 = Yp). In unserem Beispiel wiirde also lediglich der Schnittpunkt der
Kante e4 mit dem Strahl gezdhlt werden.

5.Fall: (x{ > xp V Xiy1 >%p) A (Yi =Yp A Yiy1 = Yp)

Im Fall der Kollinearitit von Kante und Strahl hdngt das Testergebnis von der Frage
ab, ob der Anfragepunkt innerhalb oder aufserhalb der Kante liegt. Falls die Bedingung
(xi > xp AXit1 > Xp) gilt, so diirfen wir keinen Schnittpunkt zéhlen, da p’ au8erhalb
des Polygons liegt, sofern er nicht von einem anderen Kantenzug eingeschlossen wird.
Das Beispiel aus Abbildung 3.13 verdeutlicht diese Situation. Uberdecken sich Strahl
und Kante dagegen teilweise, d.h. gilt (xi > xp Axip1 < Xp) A (x4 < Xp AXip1 > Xp),
so wollen wir in Analogie zu Fall 1 auch diese Situation als schnittfrei im Rahmen der
e-Toleranz klassifizieren. Auch in diesem entarteten Fall lassen sich Beispiele konstruie-
ren, in der die Vorgehensweise nicht das Resultat eines exakten Tests liefert (vgl. rechtes
Beispiel aus Abbildung 3.13).

6.Fall: [(xi <xp A Xig1 2 %p) V(%2> %xp A X1 < xp)] A

(Wi <yp Avirt 2 Yp) V (Ui 2 yp A yipr < yp) |
Dieser letzte Fall entspricht den Kantenkonfigurationen e¢ und e/ in Abbildung 3.13.
Offensichtlich kann auch hier ein Schnittpunkt ausgeschlossen werden, wenn eine Kan-
te vollstindig in einem der beiden Halbraume liegt, die durch p’ und den Vektor (1, 1 )T
bzw. (1,—1)T definiert werden. Diese Bedingung ist erfiillt, falls

[ > Xi+ Up_xp) N Yig1 = X4 +(Up_xp)] Vv

(Ui < —xi+ (Up +xp) A Yy < —xipa + (Up +xp)]
= [yl yp > Xi— Xp A Yit1 — Up = Xig1 —Xp| V

[ ) > xi—Xp A —=(Yit1 — Yp) = Xi41 —Xp]
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gilt. Der Gebrauch von < bzw. > stellt auch in diesem Fall eine implizite Berticksichti-
gung der e-Toleranz dar.

Andernfalls konnen wir durch simple Koordinatenvergleiche keine weiteren Schnit-
tests mehr durchfiihren. Wir sind daher gezwungen den Schnittpunkt der Kante mit
der x-Achse zu berechnen und anschlieflend zu {iberpriifen, ob die so gefundene Null-
stelle x* auf dem Strahl liegt. Als Schnittpunkt mit der x-Achse ergibt sich:

o (Yir1 —yi) (xi — xp) — (Xi41 — %) (Ui — Yp)
Yir1 —Yi

Die Kante schneidet somit genau dann den Strahl, wenn x* > 0 gilt (x* nicht explizit
berechnen!).

Algorithmus 6 fait unsere Uberlegungen als sogenannten Punkt-in-Polygon-Test
zusammen. Dazu transformiert er zunéchst die Eingabedaten in den R?, indem er p
und f auf eine geeignete Koordinatenebene projiziert. Anschlieflend fiihrt er die ge-
rade beschriebenen Tests in einer sorgféltig gewahlten Reihenfolge fiir jede Kante des
Polygons aus. und beantwortet auf diese Weise die Frage, ob der Anfragepunkt p im
Innern von f liegt.

Algorithmus

Wir haben nun alle Grundlagen gelegt, um ein Verfahren zur Bestimmung des Euklidi-
schen Abstands eines Punktes a von einer Fliche f angeben zu konnen. Der hier vorge-
stellte Pseudoalgorithmus 7 berechnet zunéchst die Projektion p = 75 (¢) von a auf die
unterstiitzende Ebene X(f). Mit Hilfe des Punkt-In-Polygon-Tests wird anschliefiend
tiberpriift, ob der Anfragepunkt p innerhalb der Flache f liegt. Entsprechend Glei-
chung 3.10 bestimmt der Wert dieses Pradikats, wie der Abstand zwischen dem Punkt
und der Flache ermittelt wird. Liegt der Punkt p im Polygon f, so wird der Euklidische
Abstand im nahesten Punktepaar (a,p) angenommen. Andernfalls ermitteln wir den
minimalen Abstand von a zu allen Kanten von f.

3.4.4 Der Kante-Flache-Abstand

Wie wir bereits dargestellt haben, erlauben die bisher vorgestellten Elementartests, le-
diglich die Distanz zweier disjunkter bzw. sich beriihrender Flachen zu berechnen. Im
Uberlappungsfall wird der minimale Abstand der beiden Flachen in den Schnittpunk-
ten der beiden Polygone angenommen. Ein solcher Schnittpunkt ist im allgemeinen
ein Punkt im Innern der einen Flache und gleichzeitig ein innerer Punkt einer Kante
der anderen Fliache. Beschranken wir uns auf Kante-Kante- und Punkt-Flache-Tests, so
kann diese Durchdringung offensichtlich nicht entdeckt werden. Die Abstandsberech-
nung liefert entgegen unserer Vereinbarung einen positiven Abstandswert (vgl. Abbil-
dung 3.14). Aus diesem Grund benétigen wir einen weiteren elementaren Test, der
tiberpriift, ob eine Kante der einen Fldche die andere Flache durchdringt.

110



3.4 Elementare Abstandsberechnungen

Algorithmus 6 Ein Algorithmus, der bestimmt, ob ein Punkt in einem Polygon liegt.

Eingabe: Eine Fliche f = (b, by,...,bi_1) und ein Punkt p im R3.
t fall f;

Ausgabe: { e falsp et
false sonst.

POINTINPOLYGON(p, f)

(1) p’ — 7(p) *p'= (Xpyyp)T *)

@) ' emlf) (¢ = (bhbl...,b{ ), mitb] = (xi,y)T¥)

(3) s—0

4) fori—Otok—1

(5) if x; < Xp A Xit1 < Xp

(6) break

) ifyi >yp A vit1 > Up

(8) break

) ifyi <yp Avit1 <yp

(10) break

(11) if xi > xp A Xip1 > Xp

(12) s—s+1

(13) if yi —yp > xi —Xp A Yir1 — Yp = Xiy1 — Xp

(14) break

(15) if —(yi—up) 2 xi—xp A —(Yir1 —Yp) = X1 —Xp

(16) break

(17) X* (Ui+1*Ui)(xi*::jri’ljjl*Xi)(yi*yv)

(18) ifx*>0

(19) s—s+1

(20) ifs=1 mod 2 then return true

(21) else return false

Der Kante-Fliche-Uberlappungstest

Seie = {a+ pv|0 < p < 1} eine Kante mit zugehoriger Geraden g = {a + Av|A €
R } und f eine Flache mit unterstiitzender Ebene Z(f) = {x € R?|n’x = ny}. Dann
schneidet die Kante e die Flache f genau dann, wenn die Gerade g die Ebene X(f)
durchdringt und der Schnittpunkt innerhalb von e und f liegt. Wir kénnen somit die
beiden folgenden Félle unterscheiden.

1. Fall: nlv & nlv=0
Falls der Normalenvektor der Ebene senkrecht zu dem Richtungsvektor der Ge-
raden steht, so sind g und Z(f) bzw. e und f parallel. Es existiert daher nur dann
ein Schnittpunkt, wenn e in der Ebene Z(f) liegt und dabei eine Kante der Flidche f
schneidet oder sich vollstandig innerhalb von f befindet. Diese Bedingungen kon-
nen mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln sehr einfach tiberpriift werden.

111



3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Algorithmus 7 Ein Algorithmus zur Bestimmung des Punkt-Flache-Abstands.

Eingabe: Ein Punkt a und eine Flache f mit unterstiitzender Ebene
In,n, in Hessesche Normalform.

Ausgabe: Der quadratische Euklidische Abstand zwischen a und f so-
wie zwei naheste Punkte als Zeugen des Abstandsminimum:s.
VERTEXFACEDISTANCE(a, f)

1)  dqripe—nlfa—ng

2) pea—degpn

(3) if POINTINPOLYGON(p, f)

(4) return [d(zl,z(f)» (a,p)]

(5) else

(6) da,e* — o0

(7) foreach es € £(f)

(8) [dae, (a,p)] « VERTEXEDGEDISTANCE(ey, a)
) if dge, < dger

(10) da,e* — da,ef

(11) p P

(12) return [dge-, (a,p*)]
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Offensichtlich liegt e genau dann in der unterstiitzenden Ebene von f, falls gilt:
5(a,2(f)) =0 <<= nla—my=0.

Ist dieses Pradikat erfiillt, so schneidet die Kante das Polygon f in einer Kante e
oder in einem beliebigen Punkt, der gleichzeitig ein Punkt von e ist, d.h.

)
)

enf#£0 <« [Terc&(f): §(
= [Jere &(f): o

| Vect

e ef) =0
e,e) =0] Vaef.

Fall: n/fv & nlv#£0
Falls Gerade und Ebene nicht parallel sind, existiert ein Schnittpunkt von g und
L (f), der folgendermafien parametrisiert werden kann:

T
% no—n'a
N = ————. 3.11
o (3.11)
Der Punkt x* mit x* = a4 A*v ist genau dann ein Schnittpunkt von e und f, wenn
A* € [0,1] und x* € f gilt. In vielen Féllen ist es moglich auf die Fliefkommadivi-
sion in Gleichung 3.11 zu verzichten, da das Pradikat A* € [0, 1] durch Vergleich
von Zihler und Nenner effizient ausgewertet werden kann. Sei s := no — n'a

und t := n'v, dann gilt:

() A" €l0,1]] <= (0<s<t)V({t<s<0)



3.4 Elementare Abstandsberechnungen

Abbildung 3.14 Im Uberlappungsfall wird der Wert §(f1, f2) weder an einem Kante-
Kante- noch an einem Punkt-Fldche-Paar angenommen. Es ist daher ein Kante-Flache-
Schnittest erforderlich, um die Flichenkonfiguration korrekt behandeln zu kénnen.

f1

(ii) A" ¢ [0, 1]

Ein effizientes Verfahren, das entscheidet, ob x* € f liegt haben wir bereits in
Abschnitt 3.4.3 vorgestellt. Anhand dieser Uberlegungen ergibt sich ein einfacher
Kante-Flache-Uberlappungstest, der in Algorithmus 8 dargestellt ist.

Der Kante-Flache-Abstandstest

Fiihren wir die unabhédngig voneinander entwickelten elementaren Abstands- und
Uberlappungstests zu einem Kante-Fliche-Abstandsberechnungsverfahren zusammen,
so ergibt sich weiteres Optimierungspotential.

Im Fall des Punkt-Flache-Tests haben wir festgestellt, daff der minimale Abstand
zwischen dem Punkt und einer Kante der Flache angenommen wird, falls die Projekti-
on des Punktes auf die unterstiitzende Ebene der Fliache aufierhalb letzterer liegt. Falls
ein solcher Punkt-Kante-Test die Distanz der beiden Flichen definiert, so erhalten wir
den gesuchten Abstand durch einen der durchgefiihrten Kante-Kante-Tests. Schlieslich
ist der betrachtete Punkt Endpunkt einer Kante der Flache. In der Gesamtbetrachtung
konnen wir also auf die Punkt-Kante-Abstandsberechnung in Algorithmus 5 (Zeile 6
bis 12) verzichten.

Ein dhnliche Argumentation 148t sich auch fiir den Kante-Flache-Uberlappungstest
(Algorithmus 8) fithren. Liegt die Kante innerhalb der unterstiitzenden Ebene der Fla-
che, so kann auf eine explizite Behandlung dieser Situation (Zeile 6 bis 11) verzich-
tet werden, da im Kante-Flache-Uberlappungsfall ein Kante-Kante- bzw. Punkt-Flache-
Abstandstest den korrekten Distanzwert von 0 liefert.

Nach Beseitigung dieser redundanten Berechnungen in den beiden Elementartests,
ergibt sich ein einfaches Kante-Flache-Abstandsberechnungsverfahren, das durch Al-
gorithmus 9 beschrieben wird.

Vergleicht man die Berechnungen, die im Rahmen der Punkt-Kante-Abstands-
berechnung durchgefiihrt werden, mit den erforderlichen Berechnungen im Kante-
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Algorithmus 8 Ein statischer Uberlappungstest zwischen einer Kante und einer Flache.

Eingabe: Eine Kante e = (a,b) und eine Flache f mit unterstiitzender
Ebene In n, in Hessesche Normalform.

[true , p] fallsenf#0 Apeenf;
Ausgabe: )
[false ,nil] sonst .

EDGEFACEINTERSECTION(e, f)
(1) vi—b—a

2) tenlv

(3) ift=0 *el %

4) ifnTa—ny#0 (feg ¥

5) return [false , nil ]

(6) foreach es € £(f)

(7) [d, (p1,p2)] « EDGEEDGEDISTANCE(e, ef)

(8) ifd=0

9) return [true ,p1]

(10) if POINTINPOLYGON(a, f) then return [true , a
(11) else return [false ,nil ]

(12) s«mnp—nla

(13) ift<O0OA(s>0Vs<t)VI>0A(s<0Vs<t)
(14) return [false ,nil] FA*¢[0,11%)

(15) x*«—a+3v

(16)  if POINTINPOLYGON(x*, f) then return [true , x*]

(17) else return [false , nil ]

Flache-Uberlappungstest, so ergeben sich weitere Redundanzen, die durch die Kombi-
nation der beiden Tests beseitigt werden konnen. Zunichst stellen wir fest, daf der in
Zeile 1 des Punkt-Flache-Algorithmus ermittelte Abstand des Anfragepunktes a von
der Ebene X(f) betragsmifiig mit dem Zihler s des Kante-Flache-Schnittpunktpara-
meters A* = { libereinstimmt. Es geniigt daher s einmal zu berechnen und anschlie-
end bei Bedarf wiederzuverwenden. Auch der Nenner t des Schnittpunktparameters
kann zur Beschleunigung des Punkt-Flache-Tests eingesetzt werden. Sind f; und f;
die beiden zugrundeliegenden Fliachen, dann wird die {ibergeordnete Flache-Flache-
Abstandsroutine iiber alle Kanten e; von f; sowie e> von f; iterieren und mit Hilfe der
Kante-Flache-Abstandstests die Distanz der beiden Flachen bestimmen. Dabei wird
der ausschliefSlich fiir den Anfangspunkt der Kante der Abstand zu Fldache bestimmt,
so dafs tiber alle Kante-Flache-Tests gesehen jeder Eckpunkt der beiden Polygone genau
einmal im Rahmen der Punkt-Flache-Abstandsberechnung beriicksichtigt wird. Mit ein
wenig Unterstiitzung der tibergeordneten Flache-Flache-Abstandsroutine konnen wir
die Zahl der insgesamt durchgefiihrten Punkt-Flache-Tests halbieren. Dies sehen wir
leicht ein, wenn wir uns iiberlegen, daf} der naheste Eckpunkt der Kante e zu der Flache
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Algorithmus 9 Ein Algorithmus zur Bestimmung des Kante-Flache-Abstands.

Eingabe: Eine Kante e = (a,b) und eine Fldche f mit unterstiitzender
Ebene In n, in Hessesche Normalform.

Ausgabe: Der quadratische Euklidische Abstand zwischen e und f so-
wie zwei naheste Punkte als Zeugen des Abstandsminimums.
EDGEFACEDISTANCE(e, f)

(1) [b, p] « EDGEFACEINTERSECTION e, f)

(2) if b = true

(3) return [O, (p,p)]

(4) d%s oo

(5) [d, (p1,p2)] «+ VERTEXFACEDISTANCE(a, f)

(6) ifd<dy

(7) di—d

(8) piepi, i=1,2

) foreach e; € £(f)

(10) [d, (p1,p2)] « EDGEEDGEDISTANCE e, ef)
(11) if d < d

(12) dr —d

(13) pi—pi, i=1,2

(14) return [dzf, (p’{,p’i)]

f anhand der Werte s und t bestimmt werden kann. Dabei kénnen wir den Durchdrin-
gungsfall ausklammern, da s und t ja gerade den Schnittpunkt definieren und unsere
Behauptung in diesem Fall trivialerweise erfiillt ist.

Das Priadikat s = ng —nTa 2 0 entscheidet, ob sich der Punkt a ,,unterhalb” bzw.
,oberhalb” der unterstiitzenden Ebene £(f) = {x € R?|n"x = ny} befindet. Abhingig
von der Lage des Punktes beziiglich dieser Ebene kénnen wir mit Hilfe des Vergleichs
t = n'v = n'b — nTa = 0 bestimmen, welcher Eckpunkt von e am nahesten zu Z(f)
liegt. Unter der Voraussetzung e = (a,b) N f = () gilt dabei:

5(a,f) falls (mTa > ny A nTb > nTa)V

5({a,b},Z(f)) = < 8(b,f) falls (m"a >ny A n'b < n'a

( )
mTa <no AnTb <nTa);
( )V
MmTa<ng A nTb>nTa);

)

5(a,f) =6(b,f) sonst.

5(a,f) fallss <0 A t>0;
= 5(b, 1) fallss >0 A t<0;

5(a,f) =6(b,f) sonst.

Abbildung 3.15 veranschaulicht die Aussage. Fiir die Punkt-Flache-Abstandsberech-

115



3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.15 Die beiden Fille, in denen a am nahesten zu f liegt.

ng +--- ng +--- l

nung wahlen wir den Eckpunkt mit minimalem Abstand zur unterstiitzenden Ebene
Z(f). O.B.d.A. sei dies der Punkt a. Der Unterschied zu unseren bisherigen Uberle-
gungen liegt nun darin, daf$ die Projektion von a auf die Flache f nicht zwangslaufig
innerhalb der Flache liegt und es somit moglich ist, daf8 b einen geringeren Abstand
zu f aufweist als a. In diesem Fall existiert jedoch ein Punkt auf der Kante e, der,
wie man sich leicht iiberlegen kann, ndher zu f liegt als a und b und somit im Rah-
men eines Kante-Kante-Tests berticksichtigt wird. Da wir nun bei der Kante-Flache-
Abstandsberechnung beide Eckpunkte der Kante betrachten, geniigt es, die Punkt-
Flache-Tests fiir jede zweite Kante durchzufiihren. Der Kante-Flache-Test kann jedoch
nicht wissen, welche Kante er wie behandeln soll, so dafs wir als zusatzlichen Eingabe-
parameter eine Boolsche Variable b benotigen, deren Wert anzeigt, ob die Punkt-Flache-
Abstandsberechnung fiir die Kante aufgerufen werden soll oder nicht. Der optimierte
Kante-Flache-Test ist in Algorithmus 10 beschrieben.

3.4.5 Der Flache-Flache-Abstand

In Abschnitt 3.1 haben wir gesehen, dafy das Problem der Bestimmung des Euklidi-
schen Abstands zweier Flachen auf die Abstandsberechnung zwischen Kanten- und
Punkt-Flache-Paaren sowie einen Kante-Fliche-Uberlappungstest reduziert werden
kann. Diese drei elementaren Problemstellungen haben wir in diesem Abschnitt be-
trachtet und effiziente Verfahren zu deren Losung vorgestellt. Im vorangegangenen
Abschnitt haben wir die Elementartests um redundante Berechnungen bereinigt. Das
Ergebnis haben wir in Form eines Kante-Flache-Abstandsberechnungsverfahrens for-
muliert. Die Aufgabe der Fliche-Flache-Distanzroutine besteht nun lediglich darin,
die Paare der zu testenden Kante-Fliche-Paare aufzuzédhlen und jede zweite Kante
durch das Setzen einer Boolschen Variablen b zu markieren. Im Rahmen der Kante-
Flache-Tests, fiir die b den Wert true annimmt, wird auf den Aufruf der Punkt-Flache-
Abstandsberechnung verzichtet (vgl. Algorithmus 10). Somit ergibt sich das durch Al-
gorithmus 11 beschriebene Verfahren, das wir als elementaren Abstandstest unserem
Branch-and-Bound-Verfahren zugrundelegen wollen.
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Algorithmus 10 Ein Algorithmus zur Bestimmung des Kante-Flache-Abstands.

Eingabe: Eine Kante e = (a, b), eine Fldche f mit unterstiitzender Ebene
In,n, in Hessesche Normalform sowie eine Boolsche Variable b, mit

true falls Punkt-Fldche-Test durchzufiihren ist;

false sonst.

Ausgabe: Der quadratische Euklidische Abstand zwischen e und f so-
wie zwei naheste Punkte als Zeugen des Abstandsminimumes.
EDGEFACEDISTANCE(e, f, b)

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)
©)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)

v—b—-a
s—mno—nla
t —nlv

ift#£0 (*elf*
if(0<sAs<t)V (t<s As<0) FA*€[0,1]%
X" —a+ v
if POINTINPOLYGON(x*, f)
return [0, (x*,x*)]

of 00
if b = true (* Punkt-Fldache-Test durchfiihren *)
ifs<O0OAt>0 (* a nahester Punkt *)
pp—a
elseif s >0 A t<0 (* b nahester Punkt *)
p1 b

P2 P tsn
if POINTINPOLYGON(p,, )
s «— |s
if s < di
dif s
pi—mpi, 1=1,2
foreach e; € £(f)
[d, (p1,p2)] « EDGEEDGEDISTANCE(e, e¢)
if d < d,
ef € d
pi—pi, 1=12
return [dge, (p7,p3)]

3.5 Hiillkorperhierarchien

3.5.1 Innere und duBere Korperapproximation

Das von uns vorgestellte Verfahren verwendet eine approximierte Darstellung der Kor-
per bzw. bestimmter Teile von diesen, um die Abstandsberechnung zu vereinfachen
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Algorithmus 11 Ein Algorithmus zur Bestimmung des Flache-Flache-Abstands.

Eingabe: Zwei Flachen f; und f; der beiden Korper Ky und K.
Ausgabe: Der quadratische Euklidische Abstand zwischen f; und f;
sowie zwei naheste Punkte als Zeugen des Abstandsminimumes.
FACEFACEDISTANCE(f1, f2)

(1) df ¢, ¢ 00

2) j«o0

(3) b « true

4) foreach e; € £(f4)

(5) [d, (p1,p2)] « EDGEFACEDISTANCE(eq, f2, b)
(6) ifd=0

(7) return [d, (p1,p2)]

(8) ifd<dj

9) di g —d, plepyi=12

(10) je—j+1

(11) if j = 0 mod 2 then b «+ false

(12) else b « true

(13) foreach e, € £(f3)

(14) [d, (p1,p2)] + EDGEFACEDISTANCE(e;, f1,b)
(15) ifd=0

(16) return [d, (p1,p2)]

(17)  ifd<dj,

(18) di e d, plepyi=12

(19) je—i+1

(20) if j = 0 mod 2 then b «+ false

(21) else b « true

(22)  teturn [dj, ¢, (P1,p2)]

und letztendlich zu beschleunigen. Da eine Approximation durch Primitive im allge-
meinen keine exakte Reprasentation der durch die Flachenmenge begrenzten Teilkor-
per darstellt, handelt es sich bei dem so gefundenen Abstand lediglich um eine Néhe-
rungslosung fiir den tatsdchlichen Distanzwert.

Je nachdem, ob wir die (Teil)Korper von ,innen” bzw. von ,auflen” (vgl. Abbil-
dung 3.16) approximieren, liefert der Abstand zweier Approximationen eine obere
bzw. untere Schranke fiir die Distanz der angenédherten Volumina. Das von uns in Ab-
schnitt 3.3.4 vorgestellte Branch-and-Bound-Verfahren benétigt jedoch eine untere Ab-
schidtzung des tatsdchlichen Abstands, um Teilkorperpaare als Kandidaten fiir das Ab-
standsminimum ausschliefien zu konnen. Wir mochten an dieser Stelle jedoch darauf
hinweisen, daf$ die Betrachtung der dualen Problemstellung, namlich die Minimierung
der oberen Abstandsschranke iiber eine hierarchische Approximation des Kérperinne-
ren, eine berechtigte alternative Vorgehensweise darstellt.
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Abbildung 3.16 ,Innere” und ,&duflere” Approximation einer Kugel durch achsenori-
entierte Boxen.

N

Dennoch haben wir uns fiir den , klassischen” Weg entschieden, indem wir die Kor-
per von ,,auflen”, d.h. durch Verpackung ihres Randes anndhern. Der Grund fiir diese
Entscheidung liegt in der Einsicht begriindet, dafl das Abstandsberechnungsproblem
nicht isoliert betrachtet werden darf. In einer Dynamiksimulation, in der dem Benut-
zer ein Eingreifen in das Geschehen gestattet ist, kann die auf Abstandsberechnung
beruhende Kollisionserkennung ihre Vorteile nicht ausspielen. Hier sind andere Ver-
fahren gefragt, wie sie beispielsweise in [Eck98] vorgestellt werden. Im Zusammen-
hang mit diesen Fragestellungen ergibt selbstverstindlich nur eine konservative Appro-
ximation des Korpers Sinn, weil sie die Formulierung eines hinreichenden Kriteriums fiir
Kollisionsfreiheit der benutzerinduzierten Bewegung erlaubt. Eine Approximation des
Koérperinneren fiihrt dagegen zu einem hinreichenden Kriterium fiir das Auftreten einer
Kollision. Da die Speicherung einer Approximationshierarchie speicherplatzaufwendig
ist, sollten daher Kollisionserkennung und Abstandsberechnung auf der gleichen Da-
tenstruktur operieren.

Eine solche konservative Approximation, bei der also das Volumen des Original-
korpers vollstandig in der angendherten Darstellung enthalten ist, bezeichnen wir im
allgemeinen als Hiillkorper.

Definition 3.2. Sei H ein Korper und P eine endliche Punktemenge, dann heifst H Hiill-
korper von P, falls H D P gilt. O

Tatsdchlich interessieren wir uns weder beim statischen Kollisionserkennungs-
noch beim Abstandsberechnungsproblem fiir eine Verpackung des gesamten Korpers.
Bei beiden Problemen ist es ausreichend die jeweilige Fragestellung fiir den Rand der
Korper beantworten zu konnen (vgl. Beobachtung 1). Dennoch sollten wir die Aus-
gangsidee der Volumenumbhiillung als Anschauung in Erinnerung behalten.

3.5.2 Primitive als Hiillkdrpertypen

Zwar konnen wir jeden von uns modellierten Korper durch eine Vereinigung konve-
xer Polyeder darstellen, doch eine entsprechende Zerlegung des Korpers zu finden ist
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

selbst ein anspruchsvolles Ziel und fiihrt hdaufig zu einer grofien Zahl von Polyedern.
Wir wollen daher auf sogenannte Primitive als Hiillkorper zuriickgreifen. Ein Primitiv
ist ein konvexes Volumen, das sich durch eine feste Anzahl skalarer Parameter beschrei-
ben 1463t [Hen91].

Als wichtigste Vertreter lassen sich nennen:

e Kugeln [Hub95, PG95, Qui%4]
e beliebig orientierte Boxen (OBB) [GLM96]

e k-DOPS oder FDHy [HKM 196, KZ97, Zac98, Kon98]
Spezialfall: achsenorientierte Boxen (AABB) oder Iso-Boxen [ZF95, Zac97, Zac98]

e Kugelkappen (Sphere-Shells) [KPLM98]

3.5.3 Messung der Approximationsgiite von Hiillkorpern

Offensichtlich haben die vorgestellten Hiillkorper sehr unterschiedliche Approximati-
onseigenschaften, so dafs wir diesen Punkt etwas genauer betrachten sollten. Die von
uns verfolgte Approximationsstrategie wirft die folgenden Problemstellungen auf, wel-
che die Notwendigkeit der Einfiihrung eines GiitemafSes zur Messung des Approxima-
tionsfehler verdeutlichen:

1. Bestimme den Hiillkorpertyp der Approximationshierarchie als denjenigen, der
hinsichtlich des Giitemafies die besten Approximationseigenschaften besitzt.

2. Bestimme fiir eine gegebene Flachenmenge (Teilkorper) und einen vorgegebenen
Hiillkorpertyp den optimalen Hiillkorper beziiglich des Giitemaf3es.

Das grundsitzliche Problem bei der Bewertung von Hiillkérpern ist, dafs die Giite der
Approximation nicht nur zwischen den einzelnen Typen von Primitiven variiert, son-
dern auch von der Form des zu approximierenden Koérpers und seiner Orientierung
abhangt. Es gestaltet sich somit duferst schwierig, allgemeingtiltige Aussagen tiber die
situationsunspezifische Genauigkeit der Approximation zu machen, wie sie beispielsweise
durch Fragestellung 1 impliziert wird.

Fiir einen gegebenen Korper in spezifizierter Lage, lassen sich jedoch geometrische
Mafle angeben, mit Hilfe derer die Approximationsgiite von Hiillkdrpertypen oder
konkreten Instanzen verglichen werden konnen. Somit sind wir zumindest theoretisch
in der Lage, die beiden aufgeworfenen Problemstellungen zu l6sen, indem wir nach je-
dem Bewegungsschritt den optimalen Hiillkorpertyp fiir die aktuelle Orientierung des
Objekts ermitteln und anschlieflend die Hierarchie mit optimalen Hiillkdrpern aufbau-
en. Diese Vorgehensweise ist jedoch mit unserer Aufgabenstellung, eine echtzeitfahige
Abstandsberechnung zu entwerfen, unvereinbar. Die Berechnung der Hiillkérper und
der Aufbau der Hierarchie sollte offline geschehen, da in der Vorberechnungsphase die
Laufzeitanforderungen nicht derart restriktiv wie in der Simulationsphase sind. Den-
noch ist es unabdingbar, die bei der Abstandsberechnung betrachteten Hiillkdrperpaa-
re entsprechend der aktuellen Objektlage anzupassen (Abschnitt 3.7.2).
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Die Dissertation von ECKSTEIN [Eck98] gibt hinsichtlich potentieller Giitemafse
einen weitreichenden Uberblick. Im Rahmen der Entwicklung einer echtzeitfdhi-
gen Kollisionserkennung werden in der Arbeit die Approximationseigenschaften von
Kugeln, sowie Iso- und beliebig orientierten Boxen, anhand der folgenden statisch-
geometrischen Giitemafe untersucht:

1. Volumen,
2. Durchmesser,

3. Oberfliche,
4. gerichteter Hausdorff-Abstand.

Im Kontext der Abstandsberechnung erscheinen die Kriterien Volumendifferenz sowie
Hausdorff-Abstand zwischen umbhiillten Kérper und Primitiv zur Ermittlung des Appro-
ximationsfehlers und somit als Optimierungskriterium bei der Berechnung der Hiill-
korper besonders geeignet. Auch wenn wir unserer Intuition folgend von Volumina
oder Teilkorpern sprechen, diirfen wir an dieser Stelle nicht vergessen, daff wir uns
darauf beschrdankt haben, den Rand des Korpers zu verpacken. Ist jedoch eine Fla-
chenmenge F gegeben, so macht die Definition einer Volumendifferenz keinen Sinn,
da nicht garantiert werden kann, dafs die Punktmenge den Hiillkdrper tatsdchlich in
Korperdufleres und -inneres partitioniert. Wir miissen daher auf das Gesamtvolumen
des Hiillkorpers V(H) als Giitemafs zurtickgreifen.

Betrachten wir nun den gerichteten Hausdorff-Abstand von dem Hiillkdrper zur
eingeschlossenen Flachenmenge:

Definition 3.3 (Gerichteter Hausdorff-Abstand). Seien A und B zwei Mengen, auf de-
nen ein Abstandsmaf3 d definiert ist, dann heifst

du(A,B) := maxmind(a,b)
acA beB

gerichteter Hausdorff-Abstand von A zu B. O

Anschaulich bedeutet der gerichtete Hausdorff-Abstand, dafi es kein Element a € A
gibt, dessen minimaler Abstand zu B grofer als di(A, B) ist. Ubertragen auf unsere
Fragestellung konnen wir folgern, daf$ es keinen Punkt des Hiillkorpers H von F gibt,
dessen minimaler Abstand zur Flichenmenge F grofier als dy(H, F) ist. Beim gerich-
teten Hausdorff-Abstand handelt es sich somit um eine worst-case-Abschiitzung des Feh-
lers, der bei der Abstandsberechnung mittels Hiillkorperapproximation auftreten kann.
Doch auch fiir dieses Giitemaf3 ergeben sich Probleme in der konkreten Anwendung.
Die Berechnung des Hiillkorper mit minimalem Hausdorff-Abstand fiihrt zu nichtkon-
vexen Optimierungsproblemen, die zudem mit numerischen Methoden schlecht gelost
werden konnen, weil die Ermittlung des Zielfunktionswertes durch die Approximation
des gerichteten Hausdorff-Abstands zeitaufwendig ist. In [Eck98] werden jedoch Ver-
fahren vorgestellt, die fiir die Hiillkdrpertypen Kugel, Iso-Box sowie Quader beliebig
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

genaue Approximationen des gerichteten Hausdorff-Abstands zur umbhiillten Flachen-
menge berechnen.

Wir wollen uns im folgenden auf das Primitivvolumen als Optimierungsziel bei der
Berechnung der Hiillkdrper beschranken und verschiedene Hiillkdrpertypen beziiglich
dieses Giitemafies gegeniiberstellen.

3.5.4 Die Berechnung volumenminimaler Hiillkérper
Die einschlieBende Kugel minimalen Volumens

Als Giitemaf fiir die Approximationseigenschaften eines Hiillkorpers haben wir des-
sen Volumen gewdhlt. Das Volumen einer Kugel S(c, r) mit Mittelpunkt ¢ und Radius
1 ergibt sich als:
V(S) = %17'[1‘3 .

Somit ist die Zielsetzung der Volumenminimierung dquivalent zur Minimierung des Ku-
gelradius. Die Restriktion des Optimierungsproblems besteht darin, dafy die von uns
gesuchte Kugel $*(F) = S(c*,r*) eine vorgegebene Flichenmenge F umschliefien soll.
Da es sich bei den Flachen aus F um Polygone handelt, ist leicht einzusehen, dafy wir
uns darauf beschrianken konnen, die Eckpunkte der konvexen Hiille CH(V(F)) bzw.
die Knoten der gesamten Flaichenmenge V(F) einzuhiillen. Im Rahmen unseres Opti-
mierungsproblems suchen wir also einen Kugelmittelpunkt c¢*, so dafs der grofite Ab-
stand 1* eines Punktes aus V(F) zu ¢* minimiert wird:

min  r(c) = max |[v—c|
veV(F)

s.d. ceR?
Den gesuchten Kugelradius erhalten wir somit als:
ri=r(c).

Die Funktion r(c) : R3 — R ist offensichtlich nicht differenzierbar, jedoch konvex, wie
die folgende Betrachtung zeigt:
Fir allev € V(F) und A € [0, 1] gilt:

v—(1=Aeci—Aca| = [[(T=A)v—c1)+Alv—c2)|
< (I=Nv—ci| +Alv—rca] .

Wir erhalten somit:

T(1=Ner+Acy) = max, [v—(1T=2A)er —Aca
Vv
< max (1=A)||v—cq|| + A|[v—c2||
veV(F)
< (1—=A) max ||[v—rcq||+ A max |v—c2]
VEV(F) VEV(F)

= (1=A)r(cq1) +Ar(ca).
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3.5 Hiillkérperhierarchien

Zwar konnen wir Verfahren der nichtlinearen konvexen Optimierung wie den
Downhill-Simplex-Algorithmus [NM65] einsetzen, um das Problem ohne Berechnung
von Gradienten zu 18sen, doch existieren effiziente kombinatorische Verfahren, die in
der Praxis deutlich bessere Laufzeitergebnisse liefern.

Der randomisierte Algorithmus von WELZL [Wel91] 16st das Problem durch inkre-
mentelle Vorgehensweise in erwarteter Linearzeit, so dafs eine Berechnung der konve-
xen Hiille von F als Beschleunigungsansatz keinen Sinn mehr macht.

Der Algorithmus von WELZL

Wir werden nun den Algorithmus von WELZL [Wel91] vorstellen, der die kleinste ein-
schlieffende Kugel einer endlichen Menge von Punkten in erwarteter Linearzeit berech-
net. Die Idee des Algorithmus’ basiert auf einem Verfahren von SEIDEL [Sei90] zur Lo-
sung linearer Programme. Neben dem WELZL-Algorithmus existiert ein schwieriger zu
implementierender, deterministischer Linearzeitalgorithmus von MEGGIDO [Meg83],
der aufgrund der hoheren Konstanten jedoch von geringerem praktischen Interesse ist.

Das nun vorzustellende Verfahren arbeitet inkrementell. Es startet mit einer leeren
Menge von Punkten und nimmt sukzessive die zu umhiillenden Punkte hinzu. Dabei
muf die kleinste umschlieSende Kugel fiir die bisher betrachtete Punktmenge eventuell
so modifiziert werden, daf$ sie auch fiir die neue Punktmenge optimal ist.

Sei P = {m, e ,pn} die einzuschliefende Punktmenge und S$*(P) die volumen-
minimale Kugel mit der Eigenschaft P C S*(P). Des weiteren bezeichne S*(P,R) die
kleinste einschliefsende Kugel der Punktmenge P, fiir die gilt, dafs alle Punkte aus R auf
dem Rand der Kugel liegen. Aufgrund der Beziehung $*(P,()) = S*(P) konnen wir mit
einem Algorithmus zur Bestimmung von S*(P, R) unser urspriingliches Problem losen.
Das folgende Lemma stellt die Grundlage dieses Algorithmus’ dar:

Lemma 3.5. Seien A und R endliche Punktmengen des R3, A sei nichtleer und p € A. Dann
gilt:
(i) Falls eine A umhiillende Kugel existiert, fiir die gilt, daf$ alle Punkte aus R auf dem Rand
liegen, so ist S*(A, R) eindeutig bestimmt.

(ii) Falls p nicht in S*(A \ {p},R) liegt, dann muf p auf dem Rand von S*(A,R) liegen,
sofern S*(A, R) existiert. Es gilt also:

S(A,R) =S (AN {p},RU{p}) .

(i) Falls S*(A,R) existiert, dann gibt es hichstens max {0,4 — [R|} Punkte in A, fiir die gilt
p & S*(A\{pLR).

Aussage (ii) erdffnet ein einfaches, rekursives Verfahren zur Berechnung von
S*(A, R), welches durch Algorithmus 12 dargestellt ist.

Falls A = () gilt, konnen wir S$*(()) unmittelbar und in konstanter Zeit ermitteln,
indem wir eine Kugel durch die Randpunkte aus R legen. Auch der Fall |R| = 4 kann
sofort beantwortet werden, da vier vorgegebene Randpunkte eine Kugel eindeutig be-
stimmen. In allen anderen Féllen wihlen wir einen zufélligen Punkt p € A und berech-
nen S = S*(A \ {p},R). Liegt p innerhalb von S, so ist S die kleinste A umschliefSende
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Algorithmus 12 Ein Algorithmus zur Bestimmung der kleinsten einschlieflenden Kugel
bei vorgegebenen Randpunkten.

Eingabe: Die zu umhiillende Punktmenge A und die Randpunktmen-
ge R (Voraussetzung: S*(A, R) existiert).

Ausgabe: Die A einschlieffende Kugel minimalen Volumens, deren
Randpunkte die Menge R beinhalten: $*(A, R).

MINSPHERE(A, R)

(1) ifP=0or[R =4

(2) (* Problem kann unmittelbar gelost werden *)
(3) return S*((), R)

4) else

(5) p ¢ RANDOMMEMBER(A)

(6) S < MINSPHERE(P \ {p},R)

7) ifp ¢S

(8) S < MINSPHERE(P \ {p}, RU{p})

9) return S

Kugel mit der Eigenschaft, dafs jeder Punkt aus R auf dem Rand von S liegt. Andern-
falls folgt aus Aussage (ii), daf$ sich p auf dem Rand von S$*(A, R) befinden muf3. Es gilt
daher:

SY(AR) = SHAN{pL,RU{p}) .

Bisher haben wir eine wichtige Voraussetzung fiir die Anwendung des Lemmas
ignoriert, ndmlich die Frage, ob die gesuchten Kugeln mit den vorgegebenen Rand-
punkten tiberhaupt existieren. Diese Eigenschaft ist jedoch garantiert, falls wir Al-
gorithmus 12 zur Bestimmung der kleinsten P umschlieffenden Kugel einsetzen, d.h.
wenn wir A = P und R = () als Startwerte tibergeben. Hinter dieser Behauptung steht
ein ,globales” Argument. Aus der Tatsache, dafs das urspriingliche Problem (Bestim-
mung von $*(P,))) eine Losung besitzt, folgt, dafl dies auch fiir jedes von dem Algo-
rithmus aufgeworfene Teilproblem S*(A, R) gelten muf.

Im Rahmen der Analyse des Algorithmus wollen wir die Zahl der Tests ,p € S*(A\
{p}, R)”in Zeile 7 zéhlen. Die tatsdchliche Laufzeit ist lediglich ein konstantes Vielfaches
dieser Zahl. Sei Tj(n) dieses Kostenmaf fiir einen Aufruf von MINSPHERE(A, R) mit
[P| = n und |R| = 4 —j. Offensichtlich erhilt man fiir j = 0 bzw. n = 0: To(n) = 0 und
T;(0) = 0. Fallsnun j > 0 und n > 0 gilt, so erfolgt ein Aufruf von MINSPHERE(A \
{p},R), wobei p € A zufillig gewdhlt wurde. Falls p nicht in S*(A \ {p}, R) liegt, so
wird die Routine MINSPHERE mit den Argumenten A \ {p} und R U {p} aufgerufen.
Nach (iii) wissen wir, daf$ es hochstens 4 — |R| = j Punkte in A geben kann, die diesen
letzten rekursiven Aufruf auslosen kénnen, so dafs die Wahrscheinlichkeit fiir diesen
Testausgang

Prob(S*(A,R) # 5°(A\ [p),R) < .
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3.5 Hiillkérperhierarchien
betrdgt. Wir erhalten somit die folgende Kostenfunktion:
Tm) =Tin—1)+1+ T’—lTj_l(n— 1.
Die Auflosung der Rekursionsgleichung fiir 1 <j < 3 zeigt:
Tin) =0(n) 1<j<3,
woraus wir ableiten konnen, daf die kleinste umschlieffende Kugel fiir die Punktmen-
ge P in erwarteter Linearzeit gefunden werden kann.

Der einschlieBende Quader minimalen Volumens

Wir wollen nun die Flichenmenge F in einen Quader B(c,D, d) derart einschliefen,
dafl dessen Volumen minimiert wird. Die Matrix D = [dq, dy, d3] mit ||di| = T,
1 <1 < 3, gibt dabei die paarweise aufeinander senkrecht stehenden Richtungen der
Quaderachsen an. Der Vektor ¢ entspricht dem Quadermittelpunkt und der Vektor
d = (dy, ds, d3) dem maximalen Abstand eines Punktes von F zu Punkt ¢ in Richtung
von di, 1 <1i < 3. Das Volumen des Quaders B ergibt sich daher als

3
V(B)=8]]di, (3.12)
i=1
o= 1 . .
mit dij = z(vrerbz%) diTv — vgl}l(l’]l:) diTv), 1<1<3. (3.13)

Somit erhalten wir als Ortsvektor des Quadermittelpunkts:

3
1 . T T
c = = min d;v+ max d;v)d;
;(VGVW VU vev(m) ! )di

Die Matrix D ist eine Rotationsmatrix, deren Spaltenvektoren d; sich durch sukzessive
Drehung des i-ten Einheitsvektors um die Koordinatenachsen ergeben (1 < i < 3).
Bezeichnen wir die Rotationswinkel mit («, 3,v) fiir die Drehung um (e, ez, e3), so
gilt:

D =R(«, B,v) .

Wir konnen somit ein nichtlineares und nichtkonvexes Optimierungsproblem in den

Parametern o, 3, Y formulieren, das den einschliefenden Quader minimalen Volumens
B*(F) = B(D*,c*, d") berechnet:

3

min max di(e, B,y)"v— min di(x,B,y)"v
[1(max di(ep,y)'v— min di(e B,y)'v)

s.d. «, B,y € [0, 2n]
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Neben den zeitaufwendigen Optimierungsmethoden fiir solche Probleme (z.B. simula-
ted annealing) erscheinen auch Verfahren der nichtlinearen, konvexen Optimierung wie
beispielsweise der Downhill-Simplex-Algorithmus [NM65] lediglich eingeschrankt prak-
tikabel, da die numerische Minimumsuche auf mehrere Startwerte angewendet werden
muf3 und eine optimale Losung nicht immer garantiert ist.

Ahnlich wie im Fall der umhiillenden Kugel minimalen Volumens existiert ein kom-
binatorischer Algorithmus von O’ROURKE [O'R85], der den einschlieSenden Quader
minimalen Volumens in Zeit O(n3) berechnet. Dabei bezeichnet n die Zahl der Eck-
punkte der konvexen Hiille von F.

Der Algorithmus von O’ROURKE

Da der Algorithmus aufgrund seiner Laufzeit nur von geringem praktischen Interesse
ist, wollen wir in diesem Abschnitt lediglich eine Skizze der Funktionsweise des Ver-
fahrens liefern. Eine umfassende Darstellung findet sich in [O’R85].

Zunichst mufd die konvexe Hiille CH(V(F)) der Punktmenge V(F) gebildet wer-
den, so dafs die Aufgabe darin besteht, einen konvexen Polyeder P mit n Eckpunkten
in einen Quader minimalen Volumens einzuhiillen.

Definition 3.4. Eine Seitenfliche f eines einschlieffenden Quaders liegt an einer Kante
e des zu umschlieflenden Polyeders an, falls e C f gilt. O

Die folgende Erkenntnis bildet den Kern des Verfahrens.

Satz 3.6. Ein Quader minimalen Volumens, der einen konvexen Polyeder einschliefit, besitzt
mindestens zwei adjazente Flichen, die an Kanten des Polyeders anliegen.

Der Algorithmus z&dhlt nun alle Kantenpaare auf und benutzt die in Satz 3.6 garan-
tierte Eigenschaft, um fiir dieses Kantenpaar zwei anliegende, adjazente Quaderflachen
zu finden, die einen einhiillenden Quader minimalen Volumens induzieren.

Fixiert man zwei Kanten an adjazenten Quaderflichen, so kann gezeigt werden,
dafs fiir die Orientierung des Quaders lediglich ein Freiheitsgrad besteht.

Lemma 3.7. Seien dy und d; die Normalen der beiden adjazenten Flichen, die an Kanten e
und ey des Polyeders anliegen und sei d3 die auf dq und d, senkrecht stehende Normale, dann
gilt, daf8 dy die Normalen d; und d3 eindeutig bestimmt.

Da die durch d definierte Quaderfldche an der Kante e; anliegt, folgt, dafs d; durch
einen Winkel 9; € [9;,d4], mit 97 — 9; = 7 festgelegt werden kann. Die Oberfla-
chenelemente, die die Quaderfldchen bei Variation dieses Parameters, der sogenannten
Caliper-Drehung, beriihren, bilden den entsprechend benannten Caliper-Pfad.

Der Autor verwendet eine duale Reprisentation des konvexen Polyeders P, die so-
genannte Gauflkugel beztiglich P, Sg(P), um die Caliper-Drehung zu verfolgen. Die
Gaufskugel unterteilt die Oberfldche der ursprungszentrierten Einheitskugel in konve-
xe Regionen R(v), wobei v ein Eckpunkt von P ist. Diese Aufteilung erhélt man durch
die folgende Konstruktion. Ist n ein Einheitsvektor aus dem Urspung, dessen Ende in
R(v) liegt, dann stellt die Ebene durch v mit Normalenvektor n eine unterstiitzende
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Ebene des Polyeders dar. Somit entspricht jeder Eckpunkt v von P einer Region R(v)
auf Sg(P) und jede Flache f von P einem ,Eckpunkt” auf Sg(P), gegeben durch die
Normale der unterstiitzenden Ebene fiir f. Jede Kante von P findet ihre Entsprechung
in einem Bogen eines Grofskreises von Sg(p), der die Normalen aller unterstiitzenden
Ebenen von P reprasentiert, welche diese Kante enthalten. Eine Polyederdatenstruktur
mit Kanten- und Fliachenadjazenzinformationen gestattet die Konstruktion der Gauf3-
kugel in Linearzeit.

Jeder P umschliefiende Quader kann somit durch drei Paare einander gegeniiber-
liegender Punkte auf Sg(P) dargestellt werden. Lemma 3.7 erkldrt, dafd lediglich ei-
ne Achsenorientierung bei gegebenem Kantenpaar offen bleibt, so daf8 die Punktepaa-
re sich auf bestimmten Pfaden tiber die Gaufikugel bewegen. Fiir jedes Kantenpaar
(e1,e2) miissen wir also den Wert 97 bestimmen, der das Volumen des Quaders mit
zwei Seitenflachen adjazent zu e; und e, minimiert. Das Tripel (e7,e3,d7), das den
Quader kleinsten Volumens definiert, stellt die Losung unseres Optimierungsproblems
dar.

Lemma 3.8. Wenn d; innerhalb des erlaubten Bereichs variiert, laufen die mit d1 und d; as-
soziierten Punkte entlang von Grofskreisbogen der Gaufskugel und ds folgt einem gekriimmten
konvexen Pfad auf S(P).

Fiir einen festen Wert von 91 sind alle Richtungsvektoren des Quaders fixiert und
die beiden an ej und e; anliegenden Fliachen eindeutig bestimmt. Die verbleibenden
vier Flachen konnen durch Berechnung der Extrempunkte in der jeweiligen Achsen-
richtung in Zeit O(n) berechnet werden.

Der Startquader ist bestimmt durch den niedrigsten erlaubten Wert 9, fiir 4;. An-
schliefend muf3 der nachste Wert 91 + A7 innerhalb des Intervalls [9;,91] ermittelt
werden. Diesen Wert erhalten wir, indem wir den Winkel ¥; kontinuierlich erh6hen,
bis zum ersten Mal einer der Seitenflachenkontakte wechselt. Dies ist genau dann der
Fall, wenn ein Pfad fiir —d, —d; oder +d3 eine Kante zwischen zwei Regionen R (v1)
und R(v,) der Gaufikugel iiberschreitet. Fiir alle Pfade kann nun gezeigt werden, dafs
jede Kante von Sg(P) hochstens zweimal geschnitten wird. Der Pfad, dessen nachster
Schnittpunkt das kleinste Parameterintervall A% definiert, legt die neue kombinatori-
sche Orientierung des Quaders fest. Die Anzahl der Ad;-Schritte kann somit tiber die
Anzahl der Kanten der Gauflkugel durch O(n) abgeschitzt werden.

Innerhalb eines AD1-Intervalls bleiben die Kontakte der nicht an e und e; anliegen-
den Seitenflichen unverdndert. Der Quader minimalen Volumens kann innerhalb eines
solchen Intervalls in konstanter Zeit ermittelt werden, so dafs die volumenminimieren-
de Orientierung innerhalb des gesamten 91-Intervalls in Linearzeit bestimmt werden
kann.

Der Pseudoalgorithmus zur Berechnung des F einschlieffenden Quaders minima-
len Volumens kann somit folgendermafien formuliert werden.

Aufgrund der Laufzeit von O(n3) haben Heuristiken zur Bestimmung des F ein-
schliefenden Quaders eine grofiere Bedeutung erlangt [GLM96]. Der Aufbau einer
Hillkorperhierarchie fiir einen Korper mit einer Komplexitdt von n Flachen bean-
sprucht unter Verwendung des Verfahrens von O’ROURKE eine asymptotische Laufzeit
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Algorithmus 13 Ein Algorithmus zur Bestimmung des einschlieSfenden Quaders mini-
malen Volumens.
Eingabe: Die Flichenmenge F bzw. die Menge der Eckpunkte V(F).

Ausgabe: Der Quader minimalen Volumens, welcher F umhdillt.

MINBOX(F)

(1) P « KOVEXEHULLE(V(F))

2) Sg(P) +GAUSSKUGEL(P)

3) foreach (e, ez) € E(P) x E£(P)

4) Bestimme Zuldssigkeitsbereich 91 € [9;,91] fiir 9,

(5) while 97 < 9,

(6) Bestimme die ndchsten Schnittpunkte der Pfade beziiglich
—dj, —d, und +d3 mit Kanten von Sg(P)

(7) AYy  kleinste Parameteranderung die zu einem Schnitt-
punkt fiihrt

(8) Finde volumenminimalen Quader im Intervall [8, Ad4]

) 9 — 0+ A%

(10)  return B(D*, c*, d)= B(ej7,e3,97)

von O(n3). In realen Anwendungen mit vielen Objekten hoher Polygonzahl ist ein sol-
cher Rechenaufwand selbst in der Vorberechnungsphase nicht akzeptabel. Wir haben
uns daher im Rahmen des SILVIA-Projekts dafiir entschieden, eine Variante der Heu-
ristik von GOTTSCHALK ET AL. [GLM96] zu implementieren.

Die Heuristik von GOTTSCHALK ET AL.

Der Vorschlag von GOTTSCHALK ET AL. besteht darin, den Quader entlang der Haupt-
achsen der Flichenmenge F auszurichten. Diese entsprechen den Spalten der Trigheits-
matrix von F, die man erhélt, indem man die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix aller
Eckpunkte ermittelt.

Um den Einflufs , innerer” Punkte auf die Orientierung des Quaders zu begrenzen,
kann man sich bei der Berechnung der Kovarianzmatrix auf die konvexe Hiille der
Eckpunkte CH(V(F)) beschranken. Das Beispiel des Schraubenziehergriffs in Abbil-
dung 3.17 zeigt jedoch, daf3 bei gekriimmten Oberfldchen, die durch viele Polygone
kleiner Oberfldche approximiert werden, die Punkte der konvexen Hiille immer noch
sehr dicht zusammenliegen und auf diese Weise die Wahl der Quaderachsen negativ
beeinflussen kénnen. Das Volumen des Quaders wére geringer gewesen, wenn sei-
ne Seitenfldchen nicht an die abgerundeten Kanten, sondern an die flachen Seiten des
Griffs angepafst worden wéren.

Das Problem kann jedoch gelost werden, indem nicht nur die Eckpunkte der konve-
xen Hiille, sondern deren gesamte Oberfldche bei der Bestimmung der Kovarianzma-
trix betrachtet wird. Dazu integriert man tiber alle Oberflichenpunkte eines Polygons
und normalisiert diesen Wert mit Hilfe der Flacheninhalte.

Trianguliert man die konvexe Hiille in n Dreiecke [Sch99], so ergibt sich bei dieser
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Abbildung 3.17 Gekriimmte Flachen konnen nach ihrer Triangulierung die Wahl der
Quaderachsen negativ beeinflussen, da die Eckpunkte sehr dicht nebeneinander liegen.

Vorgehensweise fiir den ,Mittelpunkt” der Flichenmenge:

T (1 (T 1o 1 /00
==Y (= fahdny ) = 3 (Vi vivh)
H n; <a1LL X dAy z) Gn; ot V1T Vatvs
wobei x! = v% + A (vi2 — v%) + ?\z(v}) — v%), A1,A2 € [0, 1] der Darstellung eines Ober-
flichenpunktes x* als Konvexkombination der Dreieckseckpunkte v}, vi und v} ent-
spricht. Das Skalar a; = 3 ||(v5 — v}) x (v} — vi)| ist der Flacheninhalt des Dreiecks i,
i e {1,...,n}. Die Eintrage c;jx der Kovarianzmatrix C ergeben sich somit als:

1

mn
o > at (O + B+ ) (Pl T+ T

1=

=i =i =i =i =i =i :
+V1]~V]k+\)2j\)2k +V3j\)3k y 1 < ],k < 3 y

Cjk

mit v} = (v}, v, Vi5) T =vi—p, 1 <1 <3
Die gesuchten Achsenrichtungen d1, d; und d3 erhalten wir, indem wir die normierten
Eigenvektoren der Matrix C ermitteln.

Die Fixed Directions Hulls (FDH,)

Dieser Hiillkorpertyp ist in der Literatur [KZ97], [Kon98] als eine Sammlung von Halb-
ebenen definiert, die die Flichenmenge F begrenzen und deren Schnitt mit jeder unter-
stiitzenden Ebene von F einen gemeinsamen Punkt besitzt. Die FDH(F) ist bestimmt
durch eine Matrix D = [d;, ..., d,], die die normierten Richtungen der begrenzenden
Halbebenen vorgibt und n Intervalle [dyi_1, doi] mit dy; = —dyi_1, die die Ausdehnung
der FDH,, entlang der n Richtungen d,; 1,1 =1,...,n beschreiben. Vom Volumen ei-
ner FDH,;, zu sprechen macht daher nur Sinn, wenn wir, unserer Intuition folgend, das

129



3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Volumen als das Schnittvolumen der FDH,,-Halbebenen definieren:

V(FDH,) ==V ( (n] H(di,ﬁ)> ,

i=1

wobei H(d;, d) die Halbebene H = {x € R3| dix < dy, 1 < i< nbezeichnet.

Das Giitemaf ist somit wohldefiniert, falls der Schnitt der n Halbebenen einen nicht-
leeren konvexen Polyeder definiert. Diese Voraussetzung kann durch eine geeignete
Wahl der Richtungsvektoren sichergestellt werden. In [KZ97] und [Kon98] werden die
sogenannten FDH14-Hiillkorper verwendet, die durch die folgende Matrix D definiert
sind:

110 00 0 —~v~v v —v —~v v —~v v\

oo0o1 -10 0 —~vv —v v v —v —v v ,

0 00 o1 -1 —v v —-v v —v v v —v
mitv:=1/V3.
Im Gegensatz zur Situation bei Kugeln und Quadern ist im Fall der FDH,, keine
explizite Volumenminimierung erforderlich. Der Vektor d = [dy,...,dn] ist gerade

so definiert, daff die Ausdehnung der FDH,, entlang den vorgegebenen Richtungen
minimal ist. Da diese Orientierungen fest sind, wird das minimale Volumen eines F
umfassenden Halbraumschnitts durch die FDH,,(D, d) angenommen. Hinsichtlich der
Notation erweist es sich oft als giinstiger, fiir die Aufzdhlung der Richtungsvektoren
auf eine Mengenschreibweise zuriickzugreifen. Dazu bezeichnen wir die Menge der
Richtungsvektoren, die in der Matrix D als Spaltenvektoren kodiert sind, mit D :=

{di,...,dn}.

3.6 Aufbau der Hiillkorperhierarchie

3.6.1 Die hierarchische Partitionierung der Flachenpaarmenge

Das von uns vorgestellte Branch-and-Bound-Verfahren zur Abstandsberechnung zwei-
er Objekte minimiert die Abstandsfunktion tiber die Menge aller Flachenpaare X =
F1 x F, der beiden Korper. Die Effizienz dieses Algorithmus hdngt dabei sehr stark
von der Giite der berechneten unteren Schranken und somit von der Approximations-
qualitédt der Hiillkorper ab. Abgesehen davon hat auch die Gestalt des Suchbaums, d.h.
die hierarchische Partitionierung der Alternativenmenge X, einen wesentlichen Einfluf3
auf den Berechnungsaufwand. Die Hierarchie ergibt sich dabei aus einer zunehmend
feineren Partitionierung von X auf den einzelnen Hierarchieebenen und endet im Ex-
tremfall auf einer Ebene, die eine vollstindige Zerlegung von X in einzelne Flachenpaa-
re darstellt. Dabei ist jedoch zu beachten, daf3 giinstige Unterteilungen von X bestimm-
te geometrische Eigenschaften erfiillen. Anschaulich betrachtet, verfolgen wir mit der
Partitionierung von X das Ziel, Paare von Randteilen, die einen grofseren Abstand zu-
einander besitzen als andere, als Lieferant des nahesten Punktepaares ausschliefsen zu
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konnen. Es macht daher keinen Sinn die Menge der Flachenpaare X ohne Beachtung
raumlicher Korrelationen der Flichen aus F; bzw. 75 zu unterteilen. Statt dessen soll-
ten alle Teilmengen der Partition aus zusammenhéngenden Flachenkomplexen beste-
hen.

Theoretisch diirfte eine geeignete Partition erst zum Zeitpunkt der Abstandsberech-
nung der beiden Korper erzeugt werden, da das beteiligte Objektpaar nicht a priori be-
kannt ist und man nur aus der aktuellen Lage der beiden Korper zueinander eine op-
timale Unterteilung der Flachenpaare ermitteln kann. Da ein solcher Hierarchieaufbau
in der eigentlichen Simulationsphase zu teuer ist, kann man versuchen, den Aufwand
fiir die online-Konstruktion der Hierarchie zu reduzieren. Dazu ermittelt man aufserhalb
der eigentlichen Simulationsphase, d.h. offline fiir jeden Korper, eine hierarchische Par-
titionierung seines Korperrandes. Zum Zeitpunkt der Abstandsberechnung erhélt man
eine Partition von X, indem man eine Ebene der hierarchischen Raumunterteilung von
Korper 1 und eine von Kérper 2 miteinander verkniipft. Sei Ny = {F11,..., Fin} bzw.
Ny = {]—" My, F Zm} eine Partition von F1 bzw. F3, so definieren diese die folgende
Partition N von X:

N=N;xNo={Xy|Xgj=FrixFpy,1<i<n, 1<j<m}.

Ersetzt man nun beispielsweise die Menge N durch ihre feinere Unterteilung auf der
nachsten Hierarchiestufe, N/, so erhélt man eine Partitionierung N’ = N7 x N, von N
mit groflerer Granularitat.

Im folgenden konnen wir uns also auf die Fragen beschranken, wie der Rand ei-
nes einzelnen Korpers sinnvoll partitioniert werden kann und welchen Einflufs die zu
berechnenden Hiillkorper auf diese Aufteilung haben.

3.6.2 Homogene und heterogene Hiillkdrperhierarchien

Entsprechend der gerade dargestellten Uberlegungen besteht unsere Aufgabe darin,
innerhalb der Vorberechnungsphase eine hierarchische Partitionierung des durch die
Flachenmenge F beschriebenen Koérperrandes zu bestimmen. Fiir jede entstehende
Teilmenge von F muf ein Hiillkoérper ermittelt werden, der die schnelle Berechnung
einer unteren Schranke fiir den Abstand zu einer anderen Flachenmenge erlaubt. Eine
solche Konstruktion bezeichnet man als Hiillkorperhierarchie.

Definition 3.5 (Hiillkorperhierarchie). Eine Hiillkdrperhierarchie ist eine disjunkte und
von Hierarchiestufe zu Hierarchiestufe verfeinerte Aufteilung des Randes des zu ap-
proximierenden Korpers, wobei jede Teilmenge der Partition durch einen Hiillkérper
tiberdeckt ist. O

Abbildung 3.18 zeigt zwei Stufen der Kugelhierarchie fiir unser Schraubenzieher-
beispiel. Wahrend das linke Bild einer relativ groben Approximation des Kérperrandes
entspricht, sieht man im rechten Teil der Abbildung eine deutlich feinere Uberdeckung
der Objektflachenmenge.

Beim Aufbau einer Hiillkorperhierarchie verfolgen wir zwei Zielsetzungen.
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.18 Unterschiedlich fein granulierte Oberflacheniiberdeckungen innerhalb
der Hiillkorperhierarchie.

1. Die Hierarchie soll die Zeit, die zur Identifikation des nahesten Punktepaares be-
notigt wird, minimieren.

2. Die Zeit zum Aufbau und der Platzbedarf zur Speicherung der Hierarchie soll-
ten in einem verniinftigen Verhiltnis zur Komplexitit des zu approximierenden
Korpers stehen.

Vorgabe 2 erinnert uns daran, dafs wir komplexe virtuelle Welten mit sehr vielen inter-
agierenden Objekten simulieren wollen und deshalb den Aspekt der Praktikabilitat —
selbst bei Vorberechnungen — nicht aus den Augen verlieren diirfen.

Die Hiillkdrperhierarchie eines Korpers K wollen wir durch einen Baum, den so-
genannten D-Baum, D(K), reprasentieren. Der Korperrand von K wird, wie bereits
erwdhnt, durch die Flichenmenge F beschrieben. Jeder Knoten v von D(K) entspricht
einer Teilmenge F, von F sowie einem F, iiberdeckenden Hiillkérper H, = H(F,).
Die Wurzel r wird dabei mit der gesamten Flaichenmenge F assoziiert. Jeder innere
Knoten von D(K) hat mindestens zwei und maximal &« > 2 Kinderknoten. Der Wert
o heifSt Verzweigungsgrad von D(KC). Die Teilmengen F,,,...,Fy,, k < «, die den
Kinderknoten von v zugeordnet sind, stellen eine Partition der Menge F, dar. Auf
diese Weise ist sichergestellt, dafs die durch F, beschriebene Randregion von K mit
Hilfe der Hiillkérper H,,,, ..., H,, vollstindig tiberdeckt wird. Ein Blatt w des Baumes
ist dadurch gekennzeichnet, dafd die ihm zugeordnete Flichenmenge F,, die maximale
Blattgrofie B unterschritten hat bzw. eine weitere Partitionierung von F,, entsprechend
einer von uns vorgegebenen Aufteilungsstrategie (vgl. Abschnitt 3.6.6) nicht moglich
ist. Abbildung 3.19 zeigt einen D-Baum fiir eine Menge von Polygonen in der Ebene
(x=2,B=1).

Die Hiillkérperhierarchie ist offensichtlich zeitabhiingig. Zum Zeitpunkt der Vorbe-
rechnung ist nur die Geometrie des Korpers, nicht jedoch seine Position und Orien-
tierung im Zeitablauf bekannt. Die Bewegung des Korpers hat jedoch Einfluf$ auf die
Lage der Flichenmengen und somit auf die Gestalt der Hiillkorper, die sie tiberdecken.
Diese miissen sich der Bewegung der eingeschlossenen Flichenmenge anpassen.

In dieser Arbeit wollen wir darauf verzichten, unterschiedliche Hiillkdrpertypen
innerhalb einer Hierarchie einzusetzen (heterogene Hiillkorperhierarchien). Der Aufwand
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Abbildung 3.19 Der vollstindig balancierte D-Baum einer Flachenmenge.

der Abstandsberechnung zwischen zwei unterschiedlichen Hiillkdrpertypen steht in
keinem Verhiltnis zu den dabei realisierbaren Approximationsverbesserungen. Aus
demselben Grund setzen wir voraus, dafs diese homogenen Hierarchien fiir alle Korper
der Simulation auf dem gleichen Hiillkorpertyp beruhen.

Bevor wir Verfahren zum Aufbau einer Hiillkdrperhierarchie vorstellen, wollen
wir den Einflufs der Hierarchie auf die Laufzeitkosten unseres Branch-and-Bound-
Verfahrens beleuchten.

3.6.3 Die Kostenfunktion der Hierarchietraversierung

Durch die Homogenitédt der Hierarchien umgehen wir das Problem, Abstandsberech-
nungen zwischen unterschiedlichen Typen von Hiillkérpern durchfithren zu miissen
und konnen die Zeit fiir die entsprechenden Berechnungen als fiir alle Hiillkbrperpaare
identisch annehmen. Entsprechend unserer Zielsetzung, die Zeit zur Bestimmung des
nahesten Punktepaares zu minimieren, werden die Laufzeitkosten unseres Abstands-
berechnungsverfahrens, wie wir es in Abschnitt 3.3.4 skizziert haben, durch die folgen-
de Kostenfunktion beschrieben:

C=npCp+ngCg+naCa,

wobei
np: die Anzahl der Hiillkérperabstandsberechnungen,
Cp: die Kosten der Hiillkorperabstandsberechnung,
ng: die Anzahl der elementaren Abstandsberechnungen,
Cg: die Kosten der elementaren Abstandsberechnung,
nA: die Anzahl der Hiillkorperaktualisierungen,
Ca: die Kosten der Hiillkdrperaktualisierung,
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bezeichnet.

Die Kosten einer Berechnung wollen wir in der Zahl der auszufiihrenden Fliefs-
kommaoperationen messen. Dabei unterscheiden wir das Ziehen der Quadratwurzel
(Sqrt), die Multiplikation (Mult), die Addition (Add) und die Vergleichsoperationen
(Comp). Um ein skalares Kostenmafs zu erhalten, miifiten wir eigentlich die Kosten
dieser Elementaroperationen zueinander in Beziehung setzen. Solche relativen Kosten
sind jedoch maschinenabhingig, weswegen wir in dieser Arbeit keine Gewichtung vor-
nehmen wollen.

Die Kostenfunktion ist offensichtlich zeitabhingig, da sich mit der Bewegung der
Korper auch die nahesten Punkte zwischen diesen verdndern. Somit werden die von
dem Branch-and-Bound-Verfahren betrachteten Hierarchieknoten in ihrer Zahl von
Aufruf zu Aufruf variieren.

Eine isolierte Betrachtung und Optimierung der einzelnen Kostenfunktionskompo-
nenten macht wenig Sinn, da es sich dabei um konfliktire Zielfunktionen handelt. So
werden beispielsweise die Kosten der Hiillkorperabstandsberechnung (Cp) durch den
Einsatz von AABB-Hierarchien minimiert. Wenn die Kérper sich jedoch nahe kommen,
so ist die Zahl der Abstandstests (np) im Vergleich zu OBB-Baumen mit ihren im allge-
meinen deutlich besseren Approximationseigenschaften zu hoch. Ebenso gilt, dafd die
Zahl der elementaren Abstandstests (ng) durch Hiillkorper hoher Approximationsgii-
te niedrig gehalten wird, wahrend durch eine solche Hiillkorperwahl die Kosten sowie
die Zahl der Hiillkdrperabstandsberechnungen (Cp, np) steigen. Einzig die Kosten der
elementaren Abstandsberechnung (Cg) sind unabhingig von der Wahl der Parameter
unseres Verfahrens, weshalb wir diesen Kostenfaktor losgeldst von den iibrigen Varia-
blen in Abschnitt 3.4 minimieren konnten. Aufgrund dieser wechselseitigen Einfliisse
miissen der Hiillkdrpertyp, die Hierarchieparameter «, 3 sowie die Partitionierungs-
strategie fiir die Flichenmengen dagegen so gewidhlt werden, dafs die Traversierungs-
kosten ,,in den meisten Fillen” moglichst gering sind.

Die beiden folgenden Abschnitte beschrieben nun zwei prinzipielle Vorgehenswei-
sen zum Aufbau des D-Baumes. Strategien zur konkreten Unterteilung der Flachen-
mengen werden im Anschluf$ vorgestellt.

3.6.4 Die Bottom-Up-Vorgehensweise

Der Bottom-Up-Ansatz zur Berechnung des D-Baumes tiberdeckt zunéchst die Flachen-
menge auf der Ebene der Blattknoten. Eine denkbare Moglichkeit wire beispielsweise,
jede einzelne Flache einem Blattknoten zuzuteilen und durch einen Hiillkdrper einzu-
schlieffen. Auf diese Weise erhdlt man auf Blattebene eine initiale Menge von Knoten
Vo, die anschlieffend zu Knoten auf der ndchsthoheren Hierarchieebene gruppiert wer-
den miissen. Ein solcher Gruppierungsschritt fafit die Knoten vy,...,vx € Vi, k < «,
1 > 0 zu ihrem Vaterknoten v € Vj,; zusammen. Dem Knoten v wird als Flachen-
menge die Vereinigung aller Flichen seiner Kinderknoten zugeordnet: 7, = U;; F;-
Der Hiillkorper fiir die Flichenmenge F, kann nun entweder aus den Hiillkdrpern
Hy,, ..., Hy, bestimmt (z.B. im Fall der FDH,,) oder entsprechend unserer Uberlegun-
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gen in 3.5.4 iiber die ihm zugrundeliegende Flachenmenge berechnet werden. Der Pro-
zefd des Baumaufbaus endet, wenn die Menge V, nur noch einen einzigen Knoten ent-
hilt. Bei diesem handelt es sich dann um den Wurzelknoten r des D-Baumes. Eine
konkrete Implementierung diese Ansatzes ist beispielsweise der sogenannte BOXTREE
von BAREQUET ET AL. [BCG196].

3.6.5 Die Top-Down-Vorgehensweise

Im Rahmen der Top-Down-Vorgehensweise wird die Hierarchiekonstruktion an der
Wurzel r des D-Baumes begonnen. Diese bildet die initiale Knotenmenge V,. Dem
Waurzelknoten ordnet man die gesamte Flachenmenge F sowie einen F iiberdecken-
den Hiillkorper zu. Anschlieffend wird der durch F beschriebene Rand des Korpers
auf den einzelnen Hierarchieebenen partitioniert, wobei eine tiefere Hierarchieebene
einer feineren Unterteilung der Flachenmengenpartition der dariiberliegenden Ebene
entspricht. Ein solcher Partitionierungsschritt zerlegt die mit den Knoten v € V; as-
soziierten Flaichenmengen in jeweils k < o disjunkte Teilmengen, wobei jede so ent-
stehende Flichenmenge den Kinderknoten von v, ndmlich vy, ..., v € Vi;q, zZugeteilt
wird. Ein Blatt von D(K) erhdlt man, wenn eine solche Aufteilung des Knotens v nicht
moglich ist, da

e eine maximale Hierarchietiefe erreicht ist oder
e die Anzahl der Flachen in v den Wert 3 unterschritten hat oder

e die Aufteilungsstrategie aus 3.6.6 keine feinere Partition von F, liefert.

Die Top-Down-Vorgehensweise ist diejenige, die sowohl in der Literatur als auch
in konkreten Implementierungen die grofite Verbreitung gefunden hat [Zac94, GLM96,
Zac98, Kon98, Eck98]. Dies liegt vor allem an der einfachen Umsetzbarkeit dieser na-
tiirlichen Vorgehensweise. Des weiteren erfordert die Bottom-Up-Konstruktion loka-
le Informationen tiber den Kérperrand, wohingegen dem Aufteilungsprozefs fiir eine
Flachenmenge im Rahmen des Top-Down-Verfahrens globale Informationen {iiber die
Flachenmenge geniigen.

Die Frage, welche der beiden Strategien zu besseren Hiillkdrperapproximationen
fiihrt, ist in der Literatur noch nicht betrachtet worden. Auch wir haben uns aus Griin-
den der Einfachheit fiir die Top-Down-Vorgehensweise entschieden.

3.6.6 Die Aufteilungsstrategie

Der Kern eines Top-Down-Verfahrens zum Aufbau einer Hiillkorperhierarchie ist der
Prozefs der Flachenaufteilung. Dabei muf} die Partition der Flaichenmenge gefunden
werden, die eine bestimmte Zielgrofse optimiert. Die Zahl der Teilmengen dieser Parti-
tion ist durch den Verzweigungsgrad « beschriankt, weshalb wir die Bedeutung dieses
Parameters etwas genauer betrachten wollen.
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Die Wahl des Verzweigungsgrades

Auch bei der Wahl des Verzweigungsgrades « ist es unmoglich, allgemeingiiltige Aus-
sagen iiber den traversierungskostenminimierenden Wert dieses Parameters zu tref-
fen. Der Verzweigungsgrad bestimmt die Hohe der Hiillkdrperhierarchie und somit
die maximale Lange eines Suchpfades von der Wurzel zu den Bléttern. Ist der Verzwei-
gungsgrad hoch, so erreicht das Branch-and-Bound-Verfahren sehr schnell die Blatter
der Hierarchie, an denen Abstiande zwischen konkreten Oberflichenelementen gemes-
sen werden. Auf diese Weise ergibt sich sehr friih die Moglichkeit, Suchraume aus-
zuschliefSen. Gleichzeitig erhoht sich jedoch der Aufwand, der an jedem betrachteten
Knoten anfillt, da bis zu o? Hiillkdrperabstandstests durchzufiihren sind.

Neben diesem Trade-Off, der ausschliefslich die Traversierungskosten betrifft, fiihrt
ein hoher Verzweigungsgrad im allgemeinen zu komplexeren Problemen bei der Kon-
struktion der Hiillkdrperhierarchie. Schliefslich mufs die Flaichenmenge des Vaterkno-
tens unter Beriicksichtigung gewisser Giitemafie in « Teilmengen zerlegt werden. Je
nach zugrundeliegendem Giitemaf$ kann dieser Unterteilungsprozefd mit steigendem
Verzweigungsgrad deutlich schwieriger werden.

Es liegt daher nahe, einen variablen Verzweigungsgrad fiir die Knotenaufteilung zu
erlauben. Eine umfassende Untersuchung dieser Problemstellung findet man in der
Arbeit von Eckstein [Eck98]. Betrachtet man die Ergebnisse, so zeigt sich beispielswei-
se, dafy ein Verfahren mit festem Verzweigungsgrad o« = 2 bei geeigneter Wahl der
tibrigen Aufteilungsparameter dhnlich gute Ergebnisse erzielen wie Verfahren, die mit
variablem Verzweigungsgrad arbeiten. In unserer Implementierung haben wir daher
o = 2 gewdhlt, so dafs D(K) einen bindren Baum darstellt.

Exakte und heuristische Aufteilungsverfahren

Nachdem wir den Verzweigungsgrad auf « fixiert haben, kann die Aufgabe der Fla-
chenaufteilung nun folgendermafsen formuliert werden:

Sei v der aufzuteilende Knoten, F, die mit ihm assoziierte Flichenmen-
ge und H, der F, tiberdeckende Hiillkorper. Bestimme eine Partition
{Fu,...,Fvs} von F,, sowie Hiillkérper H,,,...H,,, so daB ein vorge-
gebenes Giitemafs g : V* — R maximiert wird.

Betrachtet man die Problemstellung kombinatorisch, so sieht man, dafs selbst fiir einen
Verzweigungsgrad « = 2 insgesamt %(2'7: vl —2) Moglichkeiten gibt, die Flachenmen-
ge F, in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen zu zerlegen. In der Arbeit von Eck-
stein [Eck98] wird ein Branch-and-Bound-Verfahren vorgestellt, das eine giitemaximie-
rende Partitionierung von F, in « Teilmengen bestimmt.

Fiir einige spezielle Probleme sind komplexititstheoretische Resultate bekannt. Das
Problem der Aufteilung einer Flichenmenge im Rahmen des Aufbaus einer Kugelhier-
archie stellt beispielsweise eine Abwandlung des sogenannten euclidean-k-center pro-
blem [HS85] dar. Statt einer Flaichenmenge ist dabei die Uberdeckung einer gegebenen
Punktmenge im R9 durch k minimale Kugeln gesucht. Das euclidean-k-center problem ist
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Abbildung 3.20 Die Aufteilung der Flaichenmenge mit Hilfe einer Trennebene.

i v
Y

zwar NP-vollstandig fiir d > 2, allerdings sind Approximationsalgorithmen wie bei-
spielsweise die Heuristik von HOCHBAUM und SCHMOYS [HS85] bekannt, die einen
Approximationsfaktor von 2 erzielen.

In konkreten Implementierungen [HKM ™96, GLM96, Kon98] hat sich eine sehr ein-
fache Heuristik mit geometrischer Anschauung bewéhrt. Dabei werden alle Flachen
mit Hilfe einer geeignet gewdhlten Trennebene (genauer: trennenden Halbebene) auf
zwei Teilmengen verteilt. Das Verfahren setzt daher voraus, daf jede Flache durch
einen Referenzpunkt, beispielsweise durch den Mittelpunkt der kleinsten umschliefien-
den Kugel, reprasentiert wird. Man wihlt zunéchst einen Richtungsvektor, der die
Normale der Trennebene definiert. Anschliefsend positioniert man die Ebene auf der
Achse, die durch den Richtungsvektor beschrieben wird. Je nachdem, auf welcher Sei-
te der Ebene der Referenzpunkt liegt, wird die Flache einer der beiden Teilmengen der
Partition zugeordnet. Die wiederholte Anwendung dieser Technik mittels verschiede-
ner Trennebenen erlaubt auch Partitionen der Groe 2%, k > 1 zu bestimmen. Abbil-
dung 3.20 veranschaulicht die Vorgehensweise fiir k = 2.

Wahl der trennenden Ebene

Zunidchst mufs die Achse festgelegt werden, auf der die Trennebene senkrecht steht.
Wihrend HELD ET AL. [HKM196] als Alternativen die x-, y- bzw. z-Achse vorschla-
gen, orientieren wir uns an der Vorgehensweise von GOTTSCHALK ET AL. [GLM96].
Unsere Uberlegungen in 3.5.4 zeigen, daf8 die Hauptachsen {d1, d;, d3} der zu unter-
teilenden Flaichenmenge nicht nur eine giinstige Achsenwahl fiir den OBB-Hiillkorper
darstellen, sondern auch geometrisch plausible Alternativen fiir die Ausrichtung der
trennenden Ebene liefern. Unter diesen drei Moglichkeiten wahlen wir diejenige, die
die Approximationsgiite der entstehenden Hiillkoérper maximiert. Dies fiihrt uns zu
unseren Uberlegungen in 3.5.3 zuriick. Dort haben wir bei der Suche nach einem geeig-
neten GiitemafS das Volumen eines Hiillkdrpers dem schwieriger zu berechnenden, ge-
richteten Hausdorff-Abstand zwischen Hiillkérper und Flichenmenge vorgezogen. Im
Rahmen des Partitionierungsproblems miissen wir die Approximationsgiiten der neu
entstehenden Flachenmengen zu einer skalaren Zielfunktion zusammenfiithren. HELD
ET AL. [HKM196] haben in diesem Zusammenhang die drei folgenden Strategien un-
tersucht:
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1. Wahle die Achse, die die Summe der Hiillkérpervolumina der Kinderknoten mi-

nimiert:
X

min Y V(Hal(v;)) .

dep

2. Wihle die Achse, die das maximale Hiillkdrpervolumen der Kinderknoten mini-
miert:
i V(Hga(v;)) .
glelg 1211@3)(“ ( d(v]))
3. Projiziere die Referenzpunkte aller Flachen auf die drei zur Auswahl stehenden
Achsen und berechne die Varianz der resultierenden Distributionen. Wihle nun
die Achse mit grofiter Varianz:

1 1
max Z (dTpf — )2, W= 7 Z dTPf—
feFy Vi feF,

Dabei bezeichnet p¢ den Referenzpunkt der Flache f, v den aufzuteilenden Knoten und
V1,...,V« dessen Kinderknoten. Hq(vj) ist der Hiillkdrper von v;, 1 < j < «, bei der
Wahl der Trennebene senkrecht zu der Achsenalternative d € D. Dieser Uberlegung
liegt die Annahme zugrunde, dafl der Auflagepunkt der Ebene fiir alle d € D mit dem
selben Verfahren bestimmt wird und somit nicht Gegenstand der Optimierung ist.

Vorgehensweise 3 besitzt den grofien Vorteil, dafs zur Auswertung der Zielfunktion
eine Berechnung der Hiillkorpervolumina nicht erforderlich ist. Wird diese Informati-
on dagegen benotigt (Verfahren 1 und 2), so miissen fiir jede Achsenalternative neben
der durch sie induzierten Flachenpartition auch die zugehorigen Hiillkorper ermittelt
werden, was einen wesentlichen EinflufS auf die Laufzeit des Hierarchieaufbaus haben
kann.

Nachdem wir die Normale der trennenden Ebene fixiert haben, miissen wir die
optimale Lage der Ebene auf der durch die Normale verlaufenden Achse bestimmen.
Da wir disjunkte, nichtleere Teilmengen von F, erzeugen wollen, bleiben fiir & = 2
noch |F,| — 1 Moglichkeiten, den Auflagepunkt der Ebene zu wahlen. Will man diese
Alternativen nicht alle in Betracht ziehen, so gibt es zwei natiirliche Wahlmdoglichkeiten
tiir den gesuchten Punkt:

1. Wihle den Referenzpunkt der Flache, dessen Projektion auf die bereits bestimmte
Trennachse mit Richtungsvektor d am ndchsten zu dem Mittelwert aller projizier-
ten Referenzpunkte liegt:

in|[d"p;—p.
min [|d7p — |
2. Wihle den Median der auf die Achse projizierten Referenzpunkte.

Sowohl der Mittelwert als auch der Median kénnen in Linearzeit bestimmt werden.
Die Komplexitdtsangabe bezieht sich dabei auf die Grofle der zu unterteilenden Fla-
chenmenge. Zur Berechnung des Medians setzen wir einen einfachen, randomisierten
Algorithmus [CLR94] ein, der eine erwartete Laufzeit von O(n) besitzt.
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3.7 Abstandsberechnung zwischen HiillkGrpern

Die Abstandsberechnung zwischen Hiillkorpern erfiillt im Rahmen der Kollisionser-
kennung mehrere Aufgaben. Zum einen stellt der positive Abstand zweier, den Kor-
per vollstindig umschlieffender Primitive sowie jede untere Schranke fiir diesen ein
hinreichendes Kriterium fiir die Kollisionsfreiheit der Originalkorper dar. Der Abstand von
Hillkorpern ist somit eine wichtige Information, um die Zahl der auf Kollision zu te-
stenden Objektpaare zu reduzieren und auf diese Weise die Kollisionserkennung zu
beschleunigen.

Mochte man die Kollisionsfreiheit eines dynamischen Systems nicht in festen Zeit-
schritten tiberpriifen, sondern den Zeitschritt so bestimmen, daf} die Kollisionsfreiheit
aller Objekte in diesem Zeitintervall garantiert ist, so mufs man auf die in 2.6.3 vor-
gestellte Idee der Kollisonszeitschranken zuriickgreifen. Es ist offensichtlich, dafs man
insbesondere in einer Situation, in der alle Objekte der Welt weit voneinander entfernt
sind, auf eine exakte Abstandsberechnung zugunsten von unteren Schranken, wie sie
von Hiillkdrperabstdnden geliefert werden, verzichten kann.

Im Kontext unseres Branch-and-Bound-Verfahrens 3.3.4 zur exakten Abstandsbe-
rechnung liefert der Hiillkdrperabstand zweier eingeschlossener Flichenmengen eine
untere Schranke fiir die exakte Distanz aller Flichenpaare. Diese Schranke wird mit dem
niedrigsten beobachteten Abstand zwischen Oberfldchenelementen des Korpers (obe-
re Schranke) verglichen, so dafd Flichenpaare ausgeschlossen werden konnen, die zu
weit voneinander entfernt sind, um den minimalen Abstand zwischen den Koérpern zu
definieren.

3.7.1 Annahmen

Im Rahmen der Abstandsberechnung zwischen Hiillkérpern wollen wir lediglich Hiill-
korperpaare gleichen Typs betrachten, da die Abstandsberechnung zwischen unterschied-
lichen Primitiven im allgemeinen komplex ist und es unwahrscheinlich erscheint, daf3
die unter Umstdnden besseren Approximationseigenschaften den erhohten Rechenauf-
wand rechtfertigen. Dies bedeutet, dafs wir uns auf homogene Hiillkorperhierarchien be-
schranken werden. Alle Korper unserer Simulation werden durch die gleichen Primiti-
ve approximiert. Es gibt innerhalb einer Hierarchie keine zwei Hiillkoérper unterschied-
lichen Typs.

Entsprechend unserer Abstandsdefinition aus Abschnitt 3.1 wollen wir im Fall einer
Durchdringung der Hiillkérper den Abstand mit Null angeben.

3.7.2 Die Aktualisierungsproblematik

Die Bewegung eines Korpers innerhalb eines Zeitschritts verdndert die Lage der von
dem Hiillkorper eingeschlossenen Flichenmenge. Somit miissen auch die wéahrend
der Abstandsberechnung betrachteten Hiillkorper an die transformierte Punktmenge
angepafst werden.
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Abbildung 3.21 Aktualisierungsnotwendigkeit am Beispiel der Kugel bzw. Iso-Box.

Hiillkorper vor der Objektrotation ... und danach.

Der zur Aktualisierung notwendig Aufwand variiert zwischen den Hiillkoperty-
pen. Er hdngt im wesentlichen davon ab, ob der Hiillkdrpertyp unter den in Ab-
schnitt 2.4.1 definierten Bewegungsabbildungen abgeschlossen ist. Besitzt ein Hiill-
korpertyp diese Eigenschaft, so kann ein konkreter Hiillkdrper dieses Typs durch An-
wendung der Korpertransformation auf einfache Weise aktualisiert werden. Beispiele
hierfiir sind Kugeln und Quader. Iso-Boxen und Fixed Directions Hulls erfiillen diese
AbschlufSeigenschaft nicht, so dafs der Hiillkorper fiir die transformierte Flichenmenge
entweder neu berechnet oder durch trickreichere Verfahren aktualisiert werden mufs.
Abbildung 3.21 verdeutlicht die Problematik am Beispiel der Kugel und der Iso-Box.

Bei der Abstandsberechnung zwischen einem Hiillkdrperpaar ist es vollig ausrei-

chend, lediglich einen der beiden beteiligten Hiillkdrper zu transformieren, wie die
nun folgende Betrachtung zeigt. In 2.4 haben wir gesehen, daf3 jede Lage, die ein star-
rer Korper im Rahmen einer Bewegung annimmt, durch eine Rotationsmatrix R und
einen Verschiebungsvektor t dargestellt werden kann.
Seien H; die Punktmengen, die durch die Hiillkdrper beschrieben werden, und seien
Ty 1 X — Rix + ti, 1 = 1,2, die Bewegungsabbildungen der zugehorigen Korper, dann
konnen wir den Hiillkérper H; in das Koordinatensystem von H; transformieren, in-
dem wir beide Hiillkorper in das Weltkoordinatensystem und anschliefiend gemein-
sam in das Korperkoordinatensystem von Objekt 2 tiberfiihren. Die Darstellung eines
Hiillkorpers im Korperkoordinatensystem von K; kennzeichnen wir durch das Super-
skript (2).

H(zz] = 1, 'T2(Hy) =Ha,

Hg = {yeR}|ly=1,'T1(x), x € Hy}
{y e R?|y =R3[(Ryx +t1) —t2], x € Hy}
= {yeR’|y =RJRix+Rj(t; —t2), x € Hy}

= {yeR’|y=Rx+t, xeH},

mit R := RIR; und t := RY(t; — t2).
Die affine Abbildung T : x — Rx + t stellt wieder eine eigentliche Bewegung dar. Ihre
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Abbildung 3.22 Der Euklidische Abstand zweier Kugeln.

ausschlieflliche Anwendung auf den Hiillkorper des ersten Objekts transformiert das
betrachtete Hiillkorperpaar in ein gemeinsames Koordinatensystem, so daf3 gilt:

§(t(H1),Hz) = 8(t1(H1), 12(H2)) .

3.7.3 Der Abstand zweier einschlieBender Kugeln
Aktualisierung

Die einschlieSende Kugel minimalen Volumens ist sowohl in ihrer Hiillkorpereigen-
schaft als auch in ihrer Volumenminimalitdt abgeschlossen unter eigentlichen Bewe-
gungen.

Ist T: x — Rx + t eine eigentliche Bewegung, dann gilt:

S(c*,m*) =S*(F) < (S(c*, ")) =S*(t(F)) .

Eine Kugel wird durch Aktualisierung des Mittelpunkts an die Bewegung der einge-
schlossenen Flichenmenge angepafst:

S*(t(F)) = S(t(c), ).
Als Aktualisierungsaufwand erhalten wir fiir eine Kugel S:

Ca(S) = 9 Mult + 6Add .

Abstandsberechnung

Der Abstand zweier Kugeln wird, wie in Abbildung 3.22 dargestellt, anhand des Ab-
stands ihrer Mittelpunkte ermittelt. Ist dieser grofser als die Summe der Radien, so er-
halten wir den Kugelabstand, indem wir den Abstand der Mittelpunkte um die Lange
der Radien verkiirzen. Andernfalls liegt eine Durchdringung der Kugeln vor, weshalb
wir den Abstand mit Null angeben. Fiir den Abstand zweier Kugeln S; = S(ci,7i),
i =1, 2, erhalten wir somit:

5(S1.5,) = { (c1—c2)?—(r1+712) fallsy/(c1—c2)? > (r1+712);5
0 sonst .
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Die Kosten der Berechnung des quadratischen Abstands zweier Kugeln S1, S, betragen
somit:
Cp(S$1,S2) =1Sgrt+4Mult+7Add+1Comp .

3.7.4 Der Abstand zweier einschlieBender Quader
Aktualisierung

Auch der einschliefende Quader minimalen Volumens ist in seiner Eigenschaft als vo-
lumenminimaler Hiillkérper der Flaichenmenge F abgeschlossen unter eigentlichen Be-
wegungen. Ist T: x — Rx + t eine eigentliche Bewegung, so gilt:

OBB(c*,D*,d’) = OBB*(F) <= 1(OBB(c*,D*,d")) = OBB*(t(F)) .

Den transformierten Quader erhélt man durch Aktualisierung des Mittelpunkts c¢* so-
wie der Achsenrichtungen dj, d5 und d3, welche durch die Matrix D* gegeben sind.
Somit gilt:

* 3k

OBB(t(F)) = t(OBB(c*,D*,d")) = OBB(t(c*),RD*,d ") .
Als Aktualisierungsaufwand erhalten wir fiir den Quader B:

Ca(B) = 36 Mult + 24 Add .

Abstandsberechnung

Betrachten wir zunichst die durch den Quader B; = OBB(ci, Dy, dy), i € {1,2]}, defi-
nierte Punktmenge:

Bi = {D1X+Ci}—di<x<di}
= {x\DiTci—ai < DF{X < D:{Ci—l—ai}
= {x\AingicH—ﬁi}, iel2,
. D! _ d;
mit A; == [—D;T] und a; = al )
Der quadratische Euklidische Abstand zweier Quader B, B, ergibt sich somit unter
Berticksichtigung der Aktualisierungsabbildung 7:x — Rx + t als

52(’((81), Bz) = mil’l{HRX1 +t —XzHZ ‘ Ax1 < B], Arxy < Ez}
= min {(Rx; —x2)* | A1x1 < by, Az(x2+ 1) < b2}
= min {(Rx1 —x2)?| A1x7 < by, Apx < by — Ajt},
mit Bi = AiCi + aj.

Wir erhalten somit ein Optimierungsproblem mit quadratischer Zielfunktion und li-
nearen Nebenbedingungen. Algorithmen der nichtlinearen Programmierung arbeiten
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jedoch auf kleinen Probleminstanzen, wie sie beispielsweise durch Quader definiert
werden, ineffizient, so daf$ wir uns nach anderen Verfahren umsehen miissen.

Da es sich bei Quadern um konvexe Polyeder handelt, kénnen wir die in 3.2 vor-
gestellten Verfahren zur Abstandsberechnung einsetzen. Doch auch diese Algorith-
men eignen sich primér fiir konvexe Korper hoher Komplexitit, die man beispielsweise
durch eine giinstige konvexe Zerlegung des Gesamtkorpers erhilt. Bedenkt man nun,
daf3 der Branch-and-Bound-Algorithmus den Hiillkdrperabstand fiir jedes betrachtete
Paar von Flaichenmengen berechnet, so ist der Einsatz solcher ,allgemeiner” Verfahren
verglichen mit dem Kugeltest des vorangegangenen Abschnittes zu teuer.

Aufgrund der geringen Zahl von Seitenfldchen bietet sich zunéchst ein brute-force-
Algorithmus an, der den in 3.4 vorgestellten Abstandstest zweier Polygone zur Berech-
nung des Quaderabstands verwendet:

§(B1,B2) = min {8(fy,f2) | (f1,f2) € F(By) x F(B2)} .

Der Algorithmus von MEYER [Mey86] berticksichtigt die Besonderheiten der Quader-
geometrie, um dieses naive Verfahren effizient zu gestalten.

Der Kanten-Klassifikations-Algorithmus von MEYER

Eine deutliche Verbesserung des gerade beschriebenen, naiven Verfahrens stellt der Al-
gorithmus von MEYER [Mey86] dar. Auch hier werden die elementaren Kante-Kante-
und Punkt-Flache-Tests verwendet, um die Distanz der Quader zu bestimmen. Das
Verfahren nutzt jedoch die besondere Geometrie des Quaders aus, um die Abstandsbe-
rechnung zu beschleunigen.

Betrachtet man die unterstiitzenden Ebenen der Seitenflichen eines Quaders, so in-
duzieren diese eine Unterteilung des R3 in die 27 Voronoiregionen, wie Abbildung 3.23
verdeutlicht. Es lassen sich dabei vier Typen von Regionen unterscheiden:

1. Die Knotenregion (Abbildung 3.23a)
Sie geht von jedem der 8 Eckpunkte des Quaders aus und hat genau einen Punkt
mit dem Quader gemeinsam, ndmlich den jeweiligen Eckpunkt.

2. Die Kantenregion (Abbildung 3.23b)
Jede der 12 Kanten des Quaders definiert eine Region, die den Quader ausschlief3-
lich an dieser Kante schneidet.

3. Die Flichenregion (Abbildung 3.23c)
Von jeder der 6 Seitenflichen geht eine weitere Region aus, die mit dem Quader
lediglich diese Punktmenge teilt.

4. Die innere Region (Abbildung 3.23c)
Die letzte Region entspricht dem Quader selbst, bzw. seinem Inneren.

Das Einsetzen eines Eckpunkts von Bj in die Ebenengleichungen des Quaders B,
gestattet die Klassifikation dieses Punktes beziiglich seiner Regionenzugehorigkeit. Die
Definition der Regionen kann dabei so gestaltet werden, dafd die Zugehorigkeitsbezie-
hung eindeutig ist.
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Abbildung 3.23 Die internen und externen Voronoiregionen eines Quaders.

(a) Knotenregion (b) Kantenregion. (c) Flachenregion. (d) Innere Region.

In dem Verfahren von MEYER wird zunéchst getestet, ob By den Quader B, schnei-
det. Falls ein Eckpunkt von B in der Region 4 liegt, so miissen sich die beiden Quader
durchdringen und wir konnen den Abstand entsprechend unserer Konvention als Null
angeben.

Andernfalls versuchen wir, den minimalen Abstand zwischen den beiden Quadern zu
ermitteln, wobei wir eine Durchdringung jedoch nicht ausschlieflen konnen.

Satz 3.9. Der minimale Abstand wird
(i) zwischen einer Kante von By und dem Quader B, oder
(ii) zwischen einem Eckpunkt von B, und einer Fliche von B

angenommen. Es gilt somit:

min min 6(ey,B2), min O(F(B;),v alls B B 0
6(8],B2): {9165(31) ( ! 2) VZEV(BZJ ( ( ]) 2)} f ]m 2#

0 sonst .

Beweis. Die Korrektheit dieser Beobachtung ist offensichtlich, wenn wir uns vor Au-
gen fiihren, daf’ alle Kante-Kante-Abstdande sowie die Abstinde der Eckpunkte von B
zu den Seitenflachen von B, von Fall (i) erfafit werden und in Fall (ii) die Distanzen
der Eckpunkte von B, zu den Seitenfldchen von B berticksichtigt werden. Somit wer-
den alle Tests durchgefiihrt, die zur Bestimmung des Abstands zweier Polyeder (vgl.
Abschnitt 3.4) erforderlich sind. O

Fiir Fall (ii) kann der Autor gegeniiber unserer allgemeinen Vorgehensweise in 3.4
keine effizienzsteigernden Vorschldge machen. Im ersten Fall erweist sich jedoch die
gerade vorgestellte Raumpartitionierung als duflerst hilfreich. Fiir jeden Eckpunkt der
Kante wird die Region bestimmt, in der sich der Punkt befindet. Werden die beiden
Eckpunkte identisch klassifiziert, so liegt die Kante vollstandig im Inneren der entspre-
chenden Region und der Abstand zwischen Kante und Quader kann regionenspezi-
fisch ermittelt werden.
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Falls die Eckpunkte der Kante unterschiedlichen Regionen zugeteilt sind, wird die Kan-
te zerschnitten (Kantensplitting), so dafs jedes ihrer Teilsegmente in genau einer Region
liegt. Fallt dabei ein Segment in das Innere des Quaders, so liegt eine Durchdringung
vor und wir erhalten als Abstand der beiden Quader den Wert Null.

Wir wollen uns nun der regionenspezifischen Abstandsberechnung zuwenden. Hierzu
muf’ die Distanz der Kante bzw. des Teilsegmentes e; zu dem Oberflichenelement von
B, das die Region definiert, bestimmt werden. Unsere Fallunterscheidung orientiert
sich daher am Typ der Region:

1. Die Region zu Knoten v,: R(v3)
In diesem Fall muf$ der Abstand zwischen einem Geradensegment e; und dem
Eckpunkt v, von B, ermittelt werden:

d(er,Bz) =d(ey,v2) .

Der elementare Punkt-Kante-Test in Abschnitt 3.4.2 hat gezeigt, wie dieser Ab-
stand berechnet werden kann.

2. Die Region zu Kante e;: R(e3)
Den Abstand zweier Geradensegmente konnen wir ebenfalls aufgrund unserer
Betrachtungen in Abschnitt 3.4.1 bestimmen. Es gilt somit:

d(e1,Bz) =d(eq,e2) .

3. Die Region zu Flache f,: R(f;)

Da es sich bei e; um ein Geradensegment handelt, wird der minimale Abstand
von e zu f; an einem der beiden Endpunkte von e angenommen. Die Raumpar-
titionierung erlaubt den Punkt-Flache-Test aus Abschnitt 3.4.3 zu beschleunigen.
Es ist in dieser Situation vollig ausreichend, die Lange des Lotes der Endpunkte
auf 7 zu bestimmen, wobei der kleinere der beiden Werte den Abstand der Kante
zu dem Quader definiert. Der Test, ob der LotfufSpunkt innerhalb der Seitenfldche
liegt, entfdllt durch die Kenntnis der Regionenzugehdorigkeit von ej. Wir erhalten
somit:

5(61,82) :min{é(m,{(fz)), 5((12,):(1:2)) } y

wobei X(f;) die unterstiitzende Ebene von f, bezeichnet.

Die Korrektheit der regionenspezifischen Abstandsberechnung mittels Kantensplitting,
folgt aus der Erkenntnis, dafs der minimale Abstand eines Quaders zu einem auflerhalb
gelegenen Punkt zwischen dem Punkt selbst und dem Oberfldchenelement angenom-
men wird, das die Region definiert, in die der Punkt fallt.

Die Umsetzung des Kantenklassifikationsalgorithmus’

Bei der Umsetzung des Verfahrens miissen drei wesentliche Effizienzfallen beachtet wer-
den:
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1. Knotenklassifikation durch Einsetzen in die Ebenengleichungen
2. naives Kantensplitting

3. regionenspezifische Abstandsberechnung ohne Beriicksichtigung der Quader-
geometrie

Ein Schliissel zur Effizienzsteigerung ist eine geschickte Koordinatentransformation,
die uns erlaubt, viele Berechnungen anhand einfacher Koordinatenvergleiche durch-
zufithren. Dazu wechseln wir das Koordinatensystem derart, dafs jeweils einer der
beiden Quader im Nullpunkt zentriert liegt und seine Seitenfldchen senkrecht auf den
Koordinatenachsen stehen. Wir werden zunichst den Quader B, (c2, D>, d,) in das ge-
rade beschriebene Koordinatensystem transformieren. Die gesuchte Abbildung o ist
folgendermafien definiert:

o:R3 — R3

x +— DI(x—c;)=Dix—Dlc;.

Intuitiv handelt es sich bei 0 um die Umkehrtransformation der Abbildung, die den
Quader B; aus einer nullpunktzentrierten Iso-Box gleicher Ausdehnung d; entstehen
lafit. Es bietet sich nun an, die Aktualisierung T von By und seine Transformation in
das Zielkoordinatensystem zu einer Abbildung p = o o T zusammenzufassen:

p:R3 - R3
x — D3[(R(D1x+cy)+t)— ¢
= DIRDx + D}(Req +t — ¢3)
=Px+p,

mit P:= DIRD; und p := D} (Req +t — ¢3).
Die Umkehrabbildung p~' : x — PTx — PTp transformiert somit B; in das nullpunkt-
zentrierte und achsenorientierte Koordinatensystem der Box Bj.

Klassifikation der Eckpunkte und Kanten

Um die Eckpunkte effizient klassifizieren und die Kanten geschickt teilen zu kénnen,
verwenden wir einige klassische Ideen aus dem Bereich der Computergraphik. Eine
grundlegende Operation in diesem Gebiet ist das Abschneiden von Geradensegmenten
beztiglich eines Polygons. Dabei stellt das Clipping gegeniiber einem rechteckigen Be-
reich einen wichtigen Spezialfall dar, der beispielsweise zur Bestimmung der in einem
Bildfenster sichtbaren Objektteile angewendet wird. Da die analytische Schnittpunkt-
berechnung zwischen Geradensegment und Clipfenster eine in diesem Umfeld teure
Operation ist, versucht der Algorithmus von COHEN UND SUTHERLAND [FvDFH96],
diese Berechnung moglichst zu vermeiden.

Dazu unterteilt das Verfahren die Bildschirmebene in neun Regionen und ordnet
jeder Region eine Bitzahl ¢ zu, die die Lage der Region beziiglich des Clipfensters
(Xmin, Xmax, Ymin, Ymax) charakterisiert. Die Kodierungsfunktion, die eine effiziente
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Abbildung 3.24 Kodierung der zweidimensionalen Raumpartitionierung.

Bit | gesetzt, falls T
3 U > Yo 1001 | 1000 | 1010 ,
. Ymax
2 Y < Ymin 0001 | 0000 | 0010
| X 2 Xmax Ymin !
0 X < Xmin 0101 | 0100 | 0110

Lokalisation der Segmentendpunkte (x,y) erlaubt, ist durch die Tabelle 3.24 definiert.
Die zugehorige Bereichskodierung ist in der rechten Abbildung veranschaulicht. Durch
einfache Bitoperationen kann nun bestimmt werden, ob sich eine Kante vollstandig in-
nerhalb bzw. aufierhalb des Fensterbereichs befindet und welche Fenstergerade eine
Teilung der Kante induziert, so daff mindestens ein Teilsegment vollstindig auflerhalb
des Clipbereichs liegt.

Wir wollen nun die Idee des Algorithmus” von COHEN UND SUTHERLAND auf un-
ser Problem {tibertragen. Statt des 4-Bit-Bindrcodes zur Punktlokalisation in der Ebene,
verwenden wir eine 6-Bit-Kodierung zur Charakterisierung der von dem Quader er-
zeugten 27 Regionen des R3. Jedes Bit trifft eine Aussage, ob der zu klassifizierende
Punkt innerhalb oder aufserhalb der mit dem Bit assoziierten Halbgeraden liegt (vgl.
Abbildung 3.25). Die Kodierungsfunktion c : V(B) — {0, 1}° wird durch die Tabelle in
Abbildung 3.25 definiert.

Wir wollen nun zeigen, daf$ man anhand der Kodierung ¢ = c(v7) des Endpunkts
v1 von By sowohl den Regionentyp als auch das Oberflichenelement, das die Region
definiert, in der vy liegt, eindeutig bestimmen kann.

Beobachtung 2. Ist ¢ die 6-Bit-Zahl, die einen Punkt p, entsprechend der in 3.25 de-
finierten Kodierungsfunktion beschreibt, dann ist die Region, in der p beziiglich der
quaderinduzierten Raumpartitionierung liegt, eindeutig durch die Zahl der gesetzten
Bits ng(c€) in € bestimmt.

B(C) Regionentyp
0 innere Region (Typ 4)
1 Flachenregion (Typ 3)
2
3

Kantenregion (Typ 2)
Knotenregion (Typ 1)

Der Grund hierfiir ist, daf8 ein Bit in ¢ genau dann gesetzt wird, wenn der Punkt
p auflerhalb der durch das Bit beschriebenen Halbebene liegt. Wir kdnnen somit eine
Funktion ¢ definieren, die der Kodierung eines Punktes die Region zuweist, der er
angehort.

¢:{0,1° — {1,2,3,4}
c — 4—ng(c).
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Abbildung 3.25 Kodierung der dreidimensionalen Raumpartitionierung.

-~

S,

- 101001 101000 101010
Bit gesetZt’f;alls 001001 001000 001010
5 x3 > ds3 011001 011000 011010 ;
= a3 7,
4 x3 < —d3 100001 100000 100010
> 000001 000000 000010
3 X2 = dz_ 010001 010000 010010
2 X2 < —dp —dz |
— 100101 100100 100110
1 X1 > d] 000101 000100 000110
= 010101 010100 010110 =
0 X1 < —d; - CE
_d, T, 47

Im folgenden werden wir Bitoperationen auf der Bindrkodierung ¢ des Punktes p
durchfithren. Die Symbole ® und & bezeichnen die Bindroperatoren AND bzw. XOR,
die auf Bitvektoren komponentenweise arbeiten. Den Shiftoperator, der von rechts
bzw. links eine Null in den Bitvektor schiebt, wollen wir durch das Symbol < bzw.
> darstellen. Die Shiftoperation kann i-mal hintereinander auf ¢ angewendet wer-
den, was wir mit der Schreibweise ¢ < 1 bzw. i1 > € bezeichnen wollen. Zusitzlich
wollen wir die folgenden Bitvektoren als Masken verwenden: my := (0,0,0,0,0,0),
my :=(0,0,0,0,0,1) und m3:=(0,0,0,0,1,1).

Beobachtung 3. Liegt ein Punkt p in einer der 6 Flichenregionen des Quader B, so kann
die entsprechende Fldche von B anhand der Kodierung ¢ identifiziert werden:

£3:{0,1}* — F(B)

c — fn,

wobei f,, die Fliache von B ist, die durch den Normalenvektor n = (n,n,,n3)T definiert
ist:
—1

ny = 1

fallstc®@m) < 2(i—1) #my;
fallstc@m) < 2(i—1)4+1#my
0 sonst.

1<i<3.

Diese Darstellung ist korrekt, da in € aufgrund der Regionenlage von p lediglich
ein Bit gesetzt ist. Diese Eins wurde erzeugt, weil sich p auflerhalb der Halbebene
befindet, auf deren Begrenzung f,, liegt. Somit bestimmt die Position des gesetzten Bits
die gesuchte Flache.

Beobachtung 4. Befindet sich der Punkt p in einer der 8 Knotenregionen des Quaders
B, so kann der entsprechende Endpunkt q anhand der Kodierung ¢ von p eindeutig
bestimmt werden.
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wobei sich der Ortsvektor q = (q1, g2, q3)T von q folgendermafsen ergibt:

—d; fallstc®m < 2(i—1 ;
Qi{ ds allst ® my (i ) # my l<i<3,

d; sonst.

Dies gilt, da die drei Halbebenen, auflerhalb derer p liegt, die Koordinaten des die
Knotenregion definierenden Eckpunktes g bestimmen.

Beobachtung 5. Liegt der Punkt p in einer der 12 Kantenregionen des Quaders B, so
kann die entsprechende Kante e anhand der Kodierung ¢ identifiziert werden. Die
Eckpunkte a und b von e konnen folgendermafien ermittelt werden:

£,:{0,11° — &(B)

¢ — e=/(a,b),
mit a = &(c)
b = &(c)
und ) = cthopm<K2(j—1)
C = cthopmK2(j—1)+1,

wobei j der eindeutige Index aus {1, 2, 3} ist, fiir den gilt: ¢ ® m3z < 2(j — 1) = my,.
Der Richtungsvektor v der Kante e entspricht einem Einheitsvektor des R3:

1<i<3.

Vi =

)1 fallsc@mz < 2(i—1) =mg;
0 sonst .

Die Beobachtung folgt aus der Einsicht, daf$ sich die Endpunkte einer Kante ledig-
lich in der Lage beziiglich zweier Halbebenen unterscheiden. Bei den Begrenzungs-
ebenen dieser Halbrdume handelt es sich um die unterstiitzenden Ebenen zweier ge-
geniiberliegender Flachen. Die Kante e liegt innerhalb dieser beiden Halbrdume. Fiir
alle anderen Paare von parallelen Halbraumen gilt, dafs e sich innerhalb des einen und
auflerhalb des anderen befindet. Somit sehen wir:

(%,%,%,%,0,0) fallse| d;=ey;
C =< (%,%,0,0,%,%) fallse| d,=ey;
(0,0, %,%,%,%) fallsel| d3=e3,

wobei e; den i-ten Einheitsvektor, 1 < 1 < 3, bezeichnet.

Die Kantenregion kénnen wir also bestimmen, indem wir die Maske m3 verwen-
den und das Paar der gesetzten Bits jeweils zwei Stellen verschieben. Der Ausdruck
c®ms < 2(j—1) ist genau dann gleich mo, wenn Bit 2(j—1) und 2(j —1) +1 nicht gesetzt
sind. Setzen wir nun das hoherwertigere der beiden aufeinanderfolgenden ungesetzten
Bits, so erhalten wir die Bereichskodierung des Kantenendpunktes b, andernfalls des
Anfangspunktes a. Mit Hilfe des vorgestellten Klassifikationsschemas fiir Raumpunkte
lassen sich auch Kanten beziiglich ihrer Regionenzugehorigkeit charakterisieren. Kan-
ten konnen selbstverstandlich mehrere Regionen durchlaufen, so dafi ihre Unterteilung
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Abbildung 3.26 Ein zweidimensionales Beispiel zur Kantenunterteilung.
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zur Verwendung der regionenspezifischen Abstandsberechnung unumgénglich ist.

Unterteilung von Kanten

Die Klassifikation von Endpunkten beziiglich Regionen erweist sich auch bei der Un-
terteilung der Kanten als dufierst hilfreich. Wir wollen die grundlegenden Ideen zu-
nédchst am zweidimensionalen Fall, der in Abbildung 3.26 dargestellt ist, erlautern. Sei
e = (a,b) die zu betrachtende Kante, dann konnen wir die beiden folgenden Falle
unterscheiden.

1. Fall: ¢c(a) = ¢(b)
Falls beide Endpunkte der gleichen Region zugeordnet werden, dann liegt die
Kante e = (a, b) vollstindig in der Region R(a) = R(b). Eine Unterteilung der
Kante ist somit nicht erforderlich. Die Kante e in Abbildung 3.26 wiirde auf diese
Weise klassifiziert werden.

2. Fall: c(a) # c(b)

Liegen die Eckpunkte der Kanten in unterschiedlichen Regionen, so ist eine Un-
terteilung der Kante erforderlich. Wir wollen die Kante e dabei nicht wirklich
in Segmente zerlegen, sondern lediglich bestimmen, welche Regionen von ihr
durchlaufen werden. Anschlieffend ermitteln wir den Abstand zwischen den
Oberfldchenelementen, die die entsprechenden Regionen definieren und der ge-
samten Kante. Betrachtet man bei der regionenspezifischen Abstandsberechnung
die Kante statt dem die Region durchlaufenden Teilsegment, so lauft man ledig-
lich im Fall einer Flachenregion Gefahr, einen falschen Kante-Quader-Abstand zu
bestimmen. Hier sind wir entgegen unseren bisherigen Aussagen gezwungen, zu
tiberpriifen, ob die Projektion des abstandsminimierenden Endpunkts der Kante
innerhalb der Seitenfliche des Quaders liegt. Der Vorteil dieser Vorgehensweise
ist jedoch, dafd wir die Verfahren aus 3.4 einsetzen kénnen, nachdem wir sie im
nichsten Abschnitt auf die Quadergeometrie optimiert haben.

Im Rahmen der Kantenunterteilung ermitteln wir zundchst die Halbebenen, die von
der Kante durchstofien werden. Wir erinnern uns daran, dafs jedes Bit der Endpunkt-
kodierung mit einer Halbebene assoziiert werden kann und dafl der Wert dieser Bits
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angibt, ob der Punkt innerhalb bzw. aufserhalb des Halbraums liegt. Somit bedeutet
ein Bitwechsel zwischen Anfangs- und Endpunkt, dafy die begrenzende Ebene von der
Kante durchstofsen wird. Wir berechnen daher den Bitvektor, der alle Bitwechsel zwi-
schen Anfangs- und Endpunktkodierung mit einem gesetzten Bit an der entsprechen-
den Position protokolliert. Diesen erhalten wir als:

s:=c(a)®c(b).

Im Fall von Kante e; in Abbildung 3.26 ergibt sich s = (1,0, 1, 0). Offensichtlich durch-
stoRt die Kante die Halbebene des ersten und dritten Bits, nimlich H; = {x € R3|x; >
Eﬁund Hy={x¢€ R3 [xp > az}

Was wir an dieser Darstellung jedoch nicht ersehen kénnen, ist die Reihenfolge,
in der die Regionen durchlaufen werden, d.h. die begrenzenden Ebenen iiberschritten
werden. Falls wir genau einen Bitwechsel zwischen Anfangs- und Endpunktkodierung
haben, so ist eine Berechnung der Durchstoffungspunkte nicht erforderlich, da wir alle
von der Kante durchlaufenen Regionen bereits kennen. Andernfalls sind wir jedoch
gezwungen, die Parameterwerte der Schnittpunkte mit den begrenzenden Ebenen zu
ermitteln und nichtfallend zu sortieren. Da alle sechs Ebenen £;,1 =0, ...,5 senkrecht
auf einer Koordinatenachse stehen, ergibt sich beispielsweise fiir die Begrenzungsebene
¥ des Halbraums Ho = {x € R3|x; > —d;}:

—dy — ay
V1

Ko =

bzw. allgemein fiir die Halbebene H;, i € {0,...,5}

_ )
Hi = )
Vj

- —d; fallsi 2=0;
J—I—1 und dj::{ d; fallsimod2=0;

i

itj :=
mit j {2

d; sonst.
In unserem zweidimensionalen Beispiel besitzt die Kante e, zwei DurchstofSungspunk-
te mit den Begrenzungsebenen ¥; und X3, die durch die Parameterwerte u3 < py cha-
rakterisiert werden. Kippen wir die entsprechenden Bits des s-Vektors in der Reihen-
folge der sortierten Parameterwerte, so erhalten wir sukzessive die Kodierungen der
Regionen, die von der Kante durchlaufen werden. Im Fall von e; ergeben sich durch
Wechsel des dritten und anschlieflend des ersten Bits die folgenden Regionen:
c(a) = (1,0,0,0) > (0,0,0,0) =23 (0,0,1,0) = c(b).

Die Aufzdhlung der durchlaufenen Regionen im Rahmen des Kantensplittings er-
laubt es zudem, eine Durchdringung der Quader zu erkennen. Eine solche liegt vor,
falls sich ein Endpunkt innerhalb der inneren Region befindet oder eine Kante diese

Region durchlduft. Die Kanten e3 und e, in Abbildung 3.26 veranschaulichen die bei-
den Fille.
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Durchstofit eine Kante zwei oder gar drei Halbebenen (Kante e4 in Abbildung 3.26),
so liegt eine entartete Situation vor. Sie kann dadurch identifiziert werden, daf} die Pa-
rameterwerte der Schnittpunkte p;, p; und eventuell py identisch sind. Im Fall von e4
weist unser Verfahren die Kante den drei Regionen (0,1,0,1), (0,1,0,0) und (0,0,0,0)
zu, obwohl dies fiir die zweite nicht notwendig gewesen wire. Eine effiziente Imple-
mentierung sollte eine solche Redundanz jedoch vermeiden.

Es stellt sich abschliefend die Frage, wie viele Kantenunterteilungen maximal
durchgefiihrt werden miissen.

Satz 3.10. Eine Kante durchliuft maximal sieben Regionen, d.h. es miissen maximal sechs
Kantenunterteilungen durchgefiihrt werden. Diese obere Schranke ist scharf.

Beweis. Jeder Regionenwechsel bedeutet einen zuséatzlichen Bitwechsel in der Kodie-
rung des Startpunktes. Hat ein Bit seinen Wert gedndert, so kann dieser Wechsel bei
der weiteren Verfolgung des Kantenverlaufs nicht mehr riickgidngig gemacht werden,
da die Kante eine Ebene nur einmal durchstofen kann. Somit kann es maximal sechs
Bitwechsel geben, die wie oben beschrieben, mit einem Regionenwechsel und somit
einer Kantenunterteilung einhergehen.

Das folgende Beispiel zeigt, daf diese Schranke scharf ist. Sei d = (1,1,1)T die
Ausdehnung des Quaders und e(p) = a + pv, pu € [0, 1] die Parameterdarstellung der
Kante, wobei a = (—2,—2,-2)T und b = (8,5,2)7 gilt. Mitv = (10,7,4) erhalten wir
als Parameterwerte der DurchstofSungspunkte:

O

Der folgende Satz fafit die Abstandsberechnung unter Beriicksichtigung der Kan-
tenunterteilung zusammen.

Satz 3.11. Sei s := c(a) @ c(b) der Bitvektor, der die Durchstoffungspunkte der Kante e =

(a,b) mit den Begrenzungsebenen L, ,...,%L; , 1 < k < 6 identifiziert, d.h.
_ 1 fallsenX; #0;
s=1(sg,...,85), mit  si= f 7 0<i<6.
0 sonst,

Ferner sei oy = (j1,...,jk) die aufsteigend sortierende Permutation der Schnittpunktparame-
ter wi,, ..., Wi,. Dann lautet die Folge by der von der Kante e durchlaufenen Regionen, die
entsprechend unseres Klassifikationsschemas kodiert sind:

bii(e) = (c1 =cla),ca=c1®my,,...,cp1 =cx®my, =c(b)),

wobei m;, der 6-Bit-Vektor ist, bei dem ausschliefSlich das jy-te Bit gesetzt ist, 0 <1 < 6.
Der Abstand von e zu dem achsenorientierten Quader B ergibt sich dann als:

5(e,B) = min dc(e),

C
CG{C] yeerCkt 1 }
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wobei b.(e) den Euklidischen Abstand zwischen e und dem Oberflichenelement &(.)(c) unter
der Annahme, daf$ e in dessen Region liegt, bezeichnet.

Beweis. Die Korrektheit des Satzes ergibt sich unmittelbar aus den Uberlegungen dieses
Abschnitts. O

Das Verfahren zur Unterteilung einer Kante wird durch Algorithmus 14 beschrie-
ben.

Algorithmus 14 Ein Algorithmus zur regionalen Unterteilung einer Kante.

Eingabe: Eine Kante e = (a, b), gegeben durch ihre kodierten Endpunk-
te cq = c(a) cp = c(b) und ein nullpunktzentrierter, achsenorientierter
Quader B = (¢,D, d).

Ausgabe: Die Folge der durchlaufenen Regionen b1 = (c1,...,Cky1),
k> 0.

EDGESPLITTING(Cq, Cp, B)

(1)  s¢ecaoy

(2) Bestimme iy,...,ik, 0 <k <6, mitsy; =1,1<j <k

(3) switch k

4) case 0

(5) return (cg)

(6) case 1

(7) return (cq, Cp)

(8) default

9) forl—1tok ‘

(10) je= >+ (x j=[3]+1 %
(11) if i mod 2 = 0 then d; + —d;

(12) else d; «— d;

(13) g, —

(14) (K- -+, 15, ) « SORTININCREASINGORDER(( Ly, - - -, Hi, ))
(15) m« (0,...,0,1)

(16) C1 ¢ Cq

(17) forl— 1tok

(18) Clp1 1@ (M<K

(19) return (c1,...,Cx41)

Die quaderspezifische Abstandsberechnung

Die Effizienz des Verfahrens von MEYER beruht auf der Klassifikation der Quaderkan-
ten beziiglich ihrer Lage zu der anderen Box. Die Zuteilung der Kanten zu den oben
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beschriebenen Regionen verhindert, dafs Abstande zwischen Oberflichenelementen be-
rechnet werden, die als Lieferanten des Abstandsminimums nicht in Frage kommen.
Zudem erlaubt diese Form der Kantenklassifikation, einen Teil der teuren Kante-Kante-
Tests im naiven Algorithmus durch giinstigere Punkt-Kante-Tests zu ersetzen.

Die Optimierung der Abstandstests beziiglich der Quadergeometrie bietet eine wei-
tere Moglichkeit zur Effizienzsteigerung. Dabei konnen wir ausnutzen daf? stets ein
Quader im Nullpunkt zentriert liegt und die Koordinatenachsen auf seinen Seitenfla-
chen senkrecht stehen. In der ersten Phase des Algorithmus’, die Fall (i) entspricht,
wird B, in diese ausgezeichnete Lage transformiert. Bei der Behandlung von Fall (ii) in
der sich anschliefenden Phase wollen wir davon ausgehen, dafs By dieser achsenorien-
tierte, nullpunktzentrierte Quader ist.

Wir betrachten zunéchst Fall (i) (regionenspezifische Abstandsberechnung). Der in Ab-
schnitt 3.4.2 vorgestellte Punkt-Kante-Test kann durch die spezielle Lage des Quaders
B nicht beschleunigt werden. Fiir den Fall des Kante-Kante-Tests aus Abschnitt 3.4.1
vereinfachen sich jedoch einzelne Berechnungen, da der Richtungsvektor der betrach-
teten Kante von B;, v,, parallel zu einer der Koordinatenachsen ist. Dies wirkt sich
insbesondere bei der Bestimmung der Lotfufipunkte 3.7, 3.8 und der nahesten Punkte
zwischen den mit den Kanten assoziierten Geraden aus ( 3.4, 3.5). Deutlicher profi-
tiert der Kante-Flache-Test, von der achsenorientierten Ausrichtung des Quaders B,
wie wir im folgenden aufzeigen werden. Die Bezeichnung Kante-Flache-Test ist nicht
ganz préazise, da wir fiir den Fall, daf} die Kante e; in die Region der Seitenfldche f;
von B; fillt, nur dann die Distanz zwischen e; und f; berechnen wollen, wenn der
Endpunkt von e, der den Abstand zu der unterstiitzenden Ebene von f; minimiert,
innerhalb von f; liegt. Befindet sich dieser Punkt aufserhalb der Flache, so verlidfit e;
die Flachenregion iiber eine Kantenregion, in der der minimale Abstand zwischen e
und B; angenommen wird. Es handelt sich somit um einen Punkt-Flache-Test, fiir den
zundchst ein Eckpunkt von e ausgewdhlt werden mufS. Da der Normalenvektor n,
von f; parallel zu einer Koordinatenachse mit Index 1i ist, erhalten wir als regionenspe-
zifischen Abstand zwischen e und f5:

(d2i + a11)? falls (vi1 <0 A ny < 0) Amg,(aq) € fa;
(b1 — d2i)? falls (vi1 <0 A ny > 0) Ay, (by) € fa;
83(er,fy) = { (dai+ En)z falls (vii > 0 A nyi <0) A, (by) € f2;
(ar; — dai)? falls (vii > 0 A npi > 0) A, (aq) € f2;
min 62(61762))
e2€&(f2)

wobei das Subskript ¢ der Abstandsfunktion darauf hinweist, daff der Distanzwert
dc(eq, F2) nur dann mit dem Euklidischen Abstand iibereinstimmt, falls e; in der Re-
gion ¢ = ((F;) des Oberflichenelements F, von B; liegt.

Der Test, ob die Projektion des abstandsminimierenden Endpunkts von e auf die un-
terstiitzende Ebene von f; innerhalb der Flache liegt, kann auf einfache Weise durch
Koordinatenvergleiche durchgefiihrt werden.
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Seij,k € {1,2,3}\ {i}, j < k, die Indizes der Koordinatenachsen senkrecht auf n,
und sei p die Projektion 7t¢, des abstandsminimierenden Eckpunkts von e, dann gilt:

pefr & (—dy<p;<dy A —dw <prx<dau).
Somit erhalten wir als regionenspezifische Abstandsberechnung:

dler,az)  Clc)=1 A &(c)=ay;

(c)
Scleq) = dr(er,e2) Clc)=2 A &(c)=ez;
- 53(e1,f2) C(c) =3 A &3(c) =fy;
0 ((c)=4.

Abschlieflend wollen wir uns mit der Optimierung der Abstandstests in Fall (ii) be-
schiftigen. In dieser zweiten Phase des Algorithmus wird die minimale Distanz der
Eckpunkte von B, zu den Seitenflichen von B ermittelt. Dazu ist maximal ein Punkt-
Fliche-Abstandstest notwendig, wie die folgende Uberlegung zeigt. Offensichtlich
mufd der Abstand eines Eckpunkts a, von B; zu einer Flache f; von By nur dann be-
rechnet werden, wenn a; in der Region von f; liegt. Andernfalls befindet sich der
naheste Punkt von f; zu a; auf einer Kante von f1, was bereits von Fall (i) im Rahmen
eines Punkt-Kante-Tests berticksichtigt worden ist. Bezeichnen wir die sechs Seiten-
flachen des achsenorientierten, nullpunktzentrierten Quaders B iiber die Richtungen
ihrer Normalen mit 1, fiy und f7%, so ergibt sich der quadratische Euklidische Ab-
stand eines Eckpunkts a; von B, zu den Seitenflachen von By als:

(di1+a2)? falls a; € R(f;7);

(az1 —di1)? falls a, € R(fY);

(d12 + ax)? falls a; € R(f;Y);
52(F(By), ap) = < (a22—d12)? falls ay € R(f});

(d13+ az3)? falls a; € R(f;%);

(az3 — di3)? falls a, € R(f%);

min &%(ey, ay).
e1€€(By)

Algorithmus Wir erhalten somit das durch Algorithmus 15 beschriebene Kantenklas-
sifikationsverfahren zur Abstandsberechnung zweier Quader B; und B,. Das Super-
skript (i) bezeichnet die Darstellung des Quaders in einem Koordinatensystem, in dem
der Quader B; nullpunktzentriert und achsenorientiert liegt.

3.7.5 Der Abstand zweier Fixed Directions Hulls
Aktualisierung

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Hiillkorpern sind Fixed Directions Hulls in ih-
rer Hiillkorpereigenschaft ausschliefslich unter translatorischen Bewegungen der um-
hiillten Flachenmenge abgeschlossen. Sobald das eingeschlossene Objekt eine Rotation
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Algorithmus 15 Ein Algorithmus zur Abstandsberechnung zweier Quader.
Eingabe: Zwei Quader Bi(c;,D;, d;i) ,i=1,2.
Ausgabe: Der quadratische Euklidische Abstand der beiden Quader.
BOXBOXDISTANCE(B1, B>)
(1) d* « o0
@ B —PBi+p (+ B} = p(B1) %)
@) BY «DIBy—c)) (xB3=05"(B2)*)
4) foreach e; = (aq,bq) € £(B4)

(5) Ca ¢ c(ay)

(6) cp « c(by)

(7) (c1,...,Cxr1) < EDGESPLITTING(Cq, Cp)
(8) fori—ltok+1

) switch ((1)

(10) case 1

(11) d « 8(er, &1(cy))

(12) case 2

(13) d « (e, &2(cq))

(14) case 3

(15) d « d3(er, £3(ci))

(16) default

(17) return 0

(18) d* « min{d, d*}

(19) BY —PT(By—p)  (xBl=p""(B2) )

20) B DIB;—c¢;) (+Bl=07"(B1)%)
(21) foreach a, € V(B>)

(22) Cq & c(az)

(23) if ((cq) =3

(24) d « 5(&3(ca), a2)
(25) d* « min{d, d*}

(26) return d*

ausfiihrt, ist man gezwungen, die FDH,, beziiglich ihrer Richtungsvektoren neu zu be-
rechnen. Wendet man stattdessen in Analogie zu den bisher betrachteten Primitiven die
Rotationsbewegung auf die Hiillkorper der Hierarchie an, so erhélt man eine zuldssige
Approximation des Korpers durch Fixed Directions Hulls, doch die Richtungsvektoren,
die die FDH,, definieren, haben sich verdndert. Im Rahmen der Abstandsbestimmung
werden wir sehen, daf$ die Effizienz der Kollisions- und Abstandstests zwischen FDHs
jedoch gerade auf der Eigenschaft beruht, daf$ alle Hiillkorper beziiglich der gleichen
Menge von Richtungsvektoren ausgedriickt sind. Wir wollen im folgenden verschie-
dene Verfahren vorstellen, die eine Aktualisierung der FDH,-Hierarchie durchfiihren
und dabei sicherstellen, daf$ jeder Hiillkorper beziiglich der gleichen Menge von Rich-
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tungsvektoren D dargestellt ist.

1. Das Brute-Force-Verfahren

Da nur die Eckpunkte der konvexen Hiille von F, CH(F) als Extrempunkte in den Rich-
tungen aus D in Frage kommen, wird bei dieser Vorgehensweise in der Vorberech-
nungsphase fiir jeden Hiillkorper die konvexe Hiille der einzuschlieffenden Flachen-
menge berechnet und deren Eckpunkte in den entsprechenden Knoten der Hierarchie
gespeichert. Die Aktualisierung des Hiillkdrpers nach einem Bewegungsschritt besteht
nun in der Transformation dieser Punktmenge und der anschliefenden Bestimmung
der Extrempunkte in den vorgegebenen Achsenrichtungen D:

FDHn (T(F)) = FDHn(T(CH(F))) .

Dabei nutzt man aus, dafd die Eckpunktmenge der konvexen Hiille im allgemeinen sehr
viel kleiner ist als die der zugrundeliegenden Flachenmenge. Nachteilig wirkt sich bei
dieser Vorgehensweise dagegen aus, dafs alle Eckpunkte der konvexen Hiille gespei-
chert und nach jedem Zeitschritt aktualisiert werden miissen. Da es sich bei dieser
Punktmenge im schlimmsten Fall um die vollstindige Eckpunktmenge von 7 handelt,
ist das Verfahren sowohl speicherplatz- als auch rechenzeitaufwendig.

2. Der Hill-Climbing-Algorithmus

Der Hill-Climbing-Algorithmus setzt in allen Knoten der Hierarchie die Randreprisenta-
tion (b-rep) der konvexen Hiille voraus. Dieser im Vergleich zum Brute-Force-Verfahren
zusitzliche Speicheraufwand erlaubt die aktuellen Extrempunkte beziiglich der vorge-
gebenen Richtungen durch lokale Tests aus den Extrempunkten des letzten Zeitschritts
zu bestimmen (vgl. GJK-Variante von CAMERON in Abschnitt 3.2.2).

Der Algorithmus {iberpriift sukzessive, ob die Extrempunkte in den einzelnen Rich-
tungen aus D nach Durchfithrung des Bewegungsschritts ihre Extremalitatseigenschaf-
ten behalten haben. Dazu werden fiir jeden Extrempunkt p},i =1,...,n die adjazenten
Knoten aktualisiert und deren Lage beziiglich der betrachteten Richtung d; mit der von
pi verglichen. Besitzt einer der Nachbarknoten einen grofieren Abstand in Richtung
von d; zum Ursprung, so ist p} nicht mehr optimal und wir wihlen den adjazenten
Knoten, fiir den dieser Abstand maximal ist. Dieser sogenannte Hill-Climbing-Schritt
wird solange wiederholt, bis der neue Extrempunkt in Richtung von d; gefunden ist.
Das Verfahren wird durch Algorithmus 16 verdeutlicht.

Das Verfahren ist ein Beispiel fiir die Ausnutzung temporiirer Kohirenz. Falls der
Zeitschritt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Bewegungszustdnden klein ist, so ist
die im Rahmen der Bewegung durchgefiihrte Rotation ebenfalls gering und wir fin-
den die neuen Extrempunkte mit wenigen Hill-Climbing-Schritten. Ist m die Anzahl
der Eckpunkte der konvexen Hiille, so benétigt das Verfahren im worst-case zwar im-
mer noch O(m) Punktaktualisierungen, doch in der Praxis zeigt sich, dafs die Zahl der
durchgefiihrten Hill-Climbing-Schritte fiir jede Richtung nahezu konstant ist.

Das Approximationsverfahren
Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Verfahren berechnet diese Methode nicht die
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Algorithmus 16 Der Hill-Climbing-Algorithmus zur Aktualisierung einer FDH,.

Eingabe: Die zu aktualisierende Fixed Directions Hull F = FDH, (D, d)
mit den Extrempunkten des letzten Bewegungszustands (pj,...,p}),
die konvexe Hiille der zugrundeliegenden Flichenmenge CH(F) und
die Bewegungsabbildung T :x — Rx + t.

Ausgabe: Die aktualisierte Fixed Directions Hull F' = FDH, (D, H’).
UPDATEFDH(F, CH(F), R, t)

(1) fori— Tton

2 p*— Rpi +1t

3) d* « afp;

4) repeat

(5) P Pp”

(6) foreach q € Vgg;(]:](pi*)
(7) qg+—Rqg+t
(8) ifdlq>a*
) P d
(10) d* « dlq
(11) until p* = p7

(12) d; « a*

(13)  return FDH, (D, d)

FDH,, der transformierten Flichenmenge F, sondern eine Approximation dieses Hiill-
korpers. Nach jedem Bewegungsschritt wird die beim Hierarchieaufbau berechnete Fi-
xed Directions Hull F© = FDH?(F) entsprechend der Objektbewegung transformiert,
was zu einer Fixed Directions Hull fithrt, deren begrenzende Halbebenen andere Rich-
tungen als die durch D vorgegebenen aufweisen. Deshalb sind wir gezwungen, die
auf D bezogene FDH,, der transformierten, urspriinglichen Fixed Directions Hull zu
bestimmen.
FDHy (T(F)) = FDHu(T(F9)) .

Der so entstandene Hiillkorper F = FDHn(T(FO)) stellt im allgemeinen keine volu-
menminimale FDH,, der transformierten Flichenmenge dar, wie Abbildung 3.27 veran-
schaulicht. Fiir die Abstandsberechnung bedeutet diese Tatsache, dafs wir als Abstand
von F zu einer anderen FDH,, eine untere Schranke fir die Distanz der FDHn(T(}" ))
zu dieser anderen Fixed Directions Hull erhalten. Somit stellt der Hiillkdrperabstand
weiterhin eine konservative Abschidtzung des Abstands der eingeschlossenen Flachen-
mengen dar.

Ist die Zahl n der Richtungsvektoren, die den Hiillkorpertyp definieren, gering, so
konnen wir die urspriingliche Fixed Directions Hull mit der Brute-Force-Methode aktua-
lisieren und anschlieffend die FDH,, der transformierten Eckpunkte berechnen.

Diese Vorgehensweise erfordert somit die Speicherung der Eckpunkte der beim
Hierarchieaufbau berechneten FDHY (). Diese Punkte erhalten wir, indem wir den
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3.7 Abstandsberechnung zwischen Hiillkérpern

Abbildung 3.27 Die Anwendung der Bewegungsabbildung auf die FDH,, des Objektes
in seiner Ausgangslage liefert eine konservative Approximation der FDH,, des trans-
formierten Objektes.

FDH,, des Objektes in Ausgangslage. Tatsdchliche und approximierte FDH,,
nach der Objekttransformation.

Schnitt der n Halbebenen berechnen, die die FDH,, definieren. Dazu geht man zu ei-
ner dualen Darstellung der FDH?, () iiber, in der jede begrenzende Ebene einem Punkt
des R3 entspricht. Aus der konvexen Hiille dieser Punktmenge kann der Schnitt der
Halbebenen einfach bestimmt werden. Im Rahmen der Riicktransformation ist es le-
diglich notwendig, die Flachen der konvexen Hiille als die gesuchten Eckpunkte des
Halbraumschnitts zu interpretieren.

Der Vorteil dieser Aktualisierungsmethode gegentiber dem zuvor vorgestellten Ver-
fahren besteht in deutlich geringerem Rechenaufwand und Platzbedarf.

Das Dualititsverfahren

Erhoht man die Zahl der Richtungen in D, um die Approxmationsgtite der Fixed Di-
rections Hulls zu verbessern, so steigt die Zahl der Eckpunkte drastisch an. Dies be-
deutet nicht nur einen gestiegenen Platzbedarf zur Speicherung der Randreprasenta-
tion der urspriinglichen FDH,, sondern vor allem einen erhohten Aktualisierungsauf-
wand. Das Brute-Force-Verfahren zur Transformation der urspriinglichen Fixed Direc-
tions Hull wird somit sehr schnell ineffizient, so daf$ wir uns nach alternativen Metho-
den zur Berechnung der approximierten FDH,, umsehen miissen.

Sei T : x — Rx + t die Bewegungsabbildung und sei F° = FDHn(D,HO) die F ein-
schlieSende Fixed Directions Hull zum Zeitpunkt des Hierarchieaufbaus, dann besteht
unsere Aufgabe darin, eine FDH,, fiir die Punktmenge T(F°) = {Rx + t|Dx < EO} zu
finden. Die gesuchte FDH,, ist gegeben durch den Vektor d mit

di = max{d{(Rx+1) |Dx§HO}
= d{t+max{(d{R)x|Dx < EO}
= bi+max{clx|Dx<d’}, T<i<n, (3.14)

wobei b; die i-te Komponente des Vektors b := Dt und c¢; den i-ten Zeilenvektor der
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Matrix C := DR bezeichnet.
C und b sind somit unabhédngig von dem zu aktualisierenden Hiillkorper und kénnen
nach einer Objektbewegung fiir alle FDH,, der Hierarchie vorberechnet werden. Die
Losung des Optimierungsproblems wird in [Kon98] mit Hilfe einer Dualitiitsbetrachtung
angegangen. Das duale Problem zu der in 3.14 formulierten Maximierungsaufgabe
lautet:

min {d"'y DTy = ¢;, y > 0, A,y e R", D € R™3 ¢; € R3} . (3.15)

Da die Menge der primal zuldssigen Losungen P = {x € R3|Dx < EO} nichtleer und
beschrankt ist, folgt aus dem Dualitdtstheorem der Linearen Programmierung, dafs die
Menge der dual zuldssigen Losungen Q = {y € R™|D'y = ¢;, y > 0} ebenfalls die-
se Eigenschaft besitzt. Der Vorteil der dualen Darstellung ist, dafs die Menge Q un-
abhéangig von der zu aktualisierenden FDH ist und die Eckpunktmenge des durch Q
definierten Polyeders fiir die gesamte Approximationshierarchie vorberechnet werden
kann. Da die Losung des Optimierungsproblems in einem Eckpunkt angenommen
wird, besteht die Aufgabe darin, den Eckpunkt mit minimalem Zielfunktionswert zu
bestimmen. In [Kon98] wird gezeigt, dafy die Zahl der dualen Eckpunkte bei einer ge-
schickten Wahl der Richtungsvektoren aus D sehr moderat ansteigt. Im Fall der FDH 14
sind beispielsweise lediglich zwei Eckpunkte zu betrachten.

Aus der Theorie der Linearen Programmierung wissen wir, daf8 die zuldssigen Ba-
sislosungen von 3.15 gerade die Eckpunkte von Q sind. Da eine Basis von 3.15 einer
Auswahl von drei linear unabhéngigen Spaltenvektoren der Matrix DT entspricht, hat
jeder Eckpunkt von Q hochstens drei positive Koordinaten. Es geniigt somit, lediglich
den Wert der Basisvariablen zu speichern, da der Zielfunktionswert durch die tibrigen
Komponenten der Basislosung y nicht beeinflufst wird.

Jeder Eckpunkt des primalen Problems wird definiert durch den Schnitt von drei
unterstiitzenden Ebenen mit linear unabhidngigen Normalenvektoren. Ein solcher
Punkt entspricht also einer Basis von 3.14, die durch die Auswahl von drei linear un-
abhéangigen Zeilenvektoren (Richtungsvektoren) aus D charakterisiert ist. Die Index-
menge I = {j1,j2,j3} kennzeichnet die Auswahl. Da sich mehr als drei unterstiitzende
Ebenen in einem Eckpunkt schneiden kénnen, mufi die zugehorige Basis nicht ein-
deutig sein. Wir interessieren uns jedoch nur fiir den Zielfunktionswert der entspre-
chenden Basislosung, so dafi es keine Rolle spielt, welche Basis zu dessen Bestimmung
herangezogen wird. Da die primalen Basen mit Eckpunkten des dualen Problems kor-
respondieren, sollten wir die Eckpunkte von Q, die den redundanten Basen von 3.14
entsprechen, ignorieren. Abbildung 3.28 zeigt fiir den zweidimensionalen Fall einen
Eckpunkt von P, in dem sich drei Ebenen schneiden.

Wir wollen nun ein hinreichendes Kriterium zur Bestimmung redundanter Basen
herleiten.

Lemma 3.12. Sind j;, 0 < i < | Indizes und o, 1_§ i < 1 < n nichtnegative Koeffizienten,
so dafs fiir die Fixed Directions Hull F = FDH (D, d) die folgende Bedingung erfiillt ist:

1
dj, = ) idy; .
i=1
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Abbildung 3.28 Drei Halbebenen schneiden sich in einer Ecke des Polyeders:
Jxy,03>0: dy = x1dy +a3d3  und Vo, o5 > 0: di # xpdy + 5dj, i #j €1{1,3)

d, d,

d;

Dann gilt:

mufs die FDH,, in einem

Beweis. Die unterstiitzende Ebene X(d;;) = {x| d{)x = a]-o_}
< di,i:L...,TL

Eckpunkt v schneiden. Fiir diesen Punkt gilt somit: d{v
Da «; nichtnegativ ist, erhalten wir:

ocid]-Tivgcxiaji, 121,...,1.
Berticksichtigen wir nun die Annahme unseres Lemmas, so ergibt sich:

l l l 1
Z (Xiaji > Z (Xid;-r,lv = Z((xidh )TV = (Z O(idji)TV = dﬂv = Ejo,
i=1 i=1 i=1

i1

was zu zeigen war. g

Abbildung 3.29 zeigt fiir | = 2 die Flle dj, < Y1, d;, (a), dj, = Y1, d;, (b) sowie
den unméglichen Fall d;, > 3"}, dj, (c) im R2.

Lemma 3.13. Ist v ein Eckpunkt von P und Ig = {j1,j2,j3} eine Basis von 3.14, dann ist I
eine redundante Basis, falls es einen Index jo und nichtnegative Koeffizienten oy, 1 < 1 < 3,
gibt, so daf gilt:

3
dj, = ) aidy; .
i=1

Beweis. Da Ig drei unterstiitzende Ebenen von P charakterisiert, die den Eckpunkt v
definieren, gilt:
div=d;, 1<i<3.

Wir zeigen zunidchst, dafl v innerhalb der durch d;, beschriebenen, unterstiitzenden
Ebene von P liegt.

3 3
T f— . T f— .7. 7.
d;,v= Z oidj v = Z aidy, > dj, .
i=1 i=1
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.29 Redundante, nichtredundante und unmogliche Begrenzungsebenen.

\ d] d]

o do > dO

X
\
& 2

C d; d;

— — —

(a) (b) (©

Aufgrund von Lemma 3.13 erhalten wir div > dj,. Somit folgt aus v € P, dafl div <
d;, und schlieflich d v = dj, gilt.

Wir kdonnen somit einen Index aus Ig durch jg ersetzen, ohne dafs die neue Basis einen
anderen Eckpunkt als v definiert. Ig ist also eine redundante Basis. O

Es ist offensichtlich, daf3 fiir eine endliche Menge von mindestens drei nichtparalle-
len (Richtungs)vektoren gilt, dafs mindestens eine dreielementige Teilmenge keinen der
verbleibenden Vektoren durch eine nichtnegative Linearkombination darstellen kann.
Daraus folgt, dafd nicht alle einen Eckpunkt charakterisierenden Basen als redundant
klassifiziert werden. In Abbildung 3.28 ist weder fiir d; noch fiir d3 eine Darstellung
als nichtnegative Linearkombination moglich, so dafs nur die Basis {1, 3} als redundant
identifiziert wird.

Eine alternative Formulierung des Kriteriums aus Lemma 3.13 erhalten wir mit
Hilfe der folgenden Beobachtung. Ist B = [d;,, d;,, d;,] die durch die Basis Ig =
{i1,j2,j3} definierte Matrix von linear unabhingigen Spaltenvektoren von DT und
o = (7, x2, x3)T der Koeffizientenvektor der Linearkombination. Dann gilt:

3
dio = Z ocid]-i — Ba = dio , Jo€lp.
i=1

Die Basis I ist somit redundant, wenn gilt:
o & Ip : OCZB71d)'O >0.

Wir kénnen nun ein Verfahren angeben, das die Eckpunkte des dualen Polyeders
Q berechnet. Dazu zdhlen wir alle dreielementigen Teilmengen Iz = {j1,j2,j3} von
{1,...,n} auf und tiberpriifen, ob Ig eine Basis des primalen und somit des dualen
Problems darstellt. Dies ist genau dann der Fall, wenn B = [d;,, d;,, d;,] invertierbar
ist. Haben wir eine Basis Ig gefunden, so iiberpriifen wir, ob diese Basis als redun-
dant klassifiziert werden kann. Ist dies nicht moglich, so speichern wir die positiven
Komponenten der Eckpunkte des dualen Polyeders. Diese erhalten wir entsprechend
der Theorie der Linearen Programmierung als y = B 'cy, mity > 0. Algorithmus 17

formalisiert die gerade vorgestellte Vorgehensweise.

162



3.7 Abstandsberechnung zwischen Hiillkérpern

Algorithmus 17 Ein Algorithmus zur Berechnung der dualen Eckpunkte des FDH-Ap-
proximationsproblems.

Eingabe: Die zu aktualisierende Fixed Directions Hull F = FDH, (D, d)
und die Bewegungsabbildung 7 : x — Rx + t.

Ausgabe: Die Eckpunktlisten vlist[i], 1 <1i < n der dualen Approxima-
tionsprobleme.

DUALVERTICES(F, R, t)

(1)  foreach Iy = {j1,j2,j3} € {1,...,n}

() B — [di1 ydjy dis]

3) if det(B) #0

(4) RED « false

(5) foreachjo e {1,...,n}\Ig
(6) ifB~'d;, >0

(7) RED ¢ true

(8) if not RED

9) fori+— 1ton

(10) y— B¢

(11) ify>0

(12) vlist[i].APPEND([j1,j2,73, Yl)

(13)  return vlist

Abstandsberechnung

Der quadratische Euklidische Abstand zweier Fixed Directions Hulls F; = FDH (D, di),
i =1, 2 ergibt sich unter Berticksichtigung der Aktualisierungsabbildung t:x — Rx+t
als

52(T(F]),Fz) = min{HRx] +t —Xz”2 ‘ Dx; < 31, Dx, < Ez}
= min {(Rx; —x2)*|Dx; < dy, D(x2 +t) < d,}
= min {(Rx; —x2)* |Dx; < dj, Dx, < d, — Dt} .

Somit erhalten wir auch bei diesem Hiillkérpertyp ein Optimierungsproblem mit qua-
dratischer Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen. Wie im Quaderfall wollen
wir aus den in 3.7.4 genannten Griinden auf den Einsatz von Algorithmen der nichtli-
nearen Optimierung verzichten.

Ist die Zahl vorgegebener Richtungen grof3, so werden die in 3.2 vorgestellten Ver-
fahren zur Abstandsberechnung konvexer Polyeder interessant. Fiir die von uns ein-
gesetzten FDH4-Hiillkorper sind diese Algorithmen allerdings immer noch zu ineffi-
zient.

Eine Beschleunigung des naiven Verfahrens durch Kantenklassifikation beztiglich
einer hiillkdrperinduzierten Unterteilung des Raums in Regionen, wie wir es im Qua-
derfall gesehen haben, ist hier nicht ohne weiteres moglich, da die Topologie der FDH -
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Instanzen variieren kann und eine sinnvolle Raumpartitionierung nicht offensichtlich
ist.

In den Arbeiten von [KZ97] und [Kon98] wird daher eine alternative Vorgehens-
weise vorgeschlagen. Verzichtet man auf die exakte Berechnung des Abstands und
ermittelt eine untere Schranke fiir die Distanz der Fixed Directions Hulls, so stellt auch
dieser Wert eine konservative Schranke fiir den Abstand der eingeschlossenen Flachen-
menge dar. Um eine einfach zu berechnende Abstandsschranke fiir FDHs zu erhalten,
wechseln die Autoren die der Abstandsberechnung zugrundeliegende Norm. Statt der
Euklidischen Norm verwenden sie die sogenannte D-induzierte Norm, um die Distanz
zweier FDHs zu berechnen.

Definition 3.6 (D-induzierte Norm). Sei D C R3 eine endliche Menge von Richtungs-
vektoren des R3, so daf die Menge M = {x € R3|Vd € D : d'x < 1} beschrankt ist.
Dann lautet die D-induzierte Norm eines Vektors x € R3:

Ix||p := maxd'x.
deD

O

Das folgende Lemma rechtfertigt die Wahl dieser Norm als Grundlage der Ab-
standsberechnung.

Lemma 3.14. Es existiert eine reelle Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle x € R gilt:
X[ = lIxllo = cllx] -

Beweis. Die Euklidische Norm stellt eine obere Schranke fiir die D-induzierte Norm
dar, da fiir alle d € D gilt:

T
d'x < (’z—H) x = VxTx = x|

und somit aus der Monotonie von max folgt:
[x|lp = maxd™ < x| .
deD
Fiir die zweite Ungleichung betrachten wir das Bild M des Einheitskugelrandes 3S° =
{x € R3||jx|| = 1} unter der D-induzierten Norm, d.h.
M = {|x[lo | Ix]| =T} .

Da diese Punktmenge kompakt und ||.||p eine stetige Abbildung ist, mufl M ebenfalls
kompakt sein. Fiir jeden Punkt p € 3S° gilt p # 0 und somit ||p|| > 0.

Wir wihlen nun ¢ := inf M = min M, woraus ¢ > 0 folgt. Somit erhalten wir fiir einen
beliebigen Vektor x = ||x||e € R3, |le|| = 1:

Ixllo = lIx[ll[ello = cl[x]|.
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Wir wollen nun analog zu unserer Vorgehensweise in 3.1 den D-induzierten Ab-
stand zweier Punktmengen als Distanz der nahesten Punkte definieren.

Definition 3.7 (D-induzierter Abstand). Sind X;, X, C R3 zwei nichtleere Mengen und
|.|p die D-induzierte Norm im R3, so verstehen wir unter dem D-induzierten Abstand
dp von X7 und X, den Wert:

op(Xy, Xy) = min X1 —X .
p(X1,X2) g omin [x1 —x2[lp

O

Um den D-induzierten Abstand zwischen X; und X5 zu berechnen, miissen wir das
folgende Optimierungsproblem losen:

min{rélax dT(x; —x2)|x1 € X3, x2 € X2} .
€D

Den optimalen Zielfunktionswert dp(Xj, X2) erhédlt man als Losung des folgenden Pro-
grammes:

min op
s.d.  d'(x1—x2) >8p vdeD (3.16)
X1 € X2, X2 € X, 0p>0
(3.17)

Im Fall der Fixed Directions Hulls sind wir also gezwungen, ein Lineares Programm
in 3 Variablen und 3n + 1 Ungleichungen zu losen. Da die Losung dieses Problems
mit Methoden der Linearen Programmierung im Rahmen unseres Branch-and-Bound-
Verfahrens zu aufwendig ist, wollen wir das Optimierungsproblem 3.16 weiter verein-
fachen.

min{r(?ax d’(x1 —x2) [x1 € X1, x2 € X2} >
€D

min {d'(x; —x2) [x1 € Xy, x2€ X} VdeD.
Somit gilt im speziellen:

min{max dT(X1 —Xz) ‘X] € Xq,x2 € Xz} > maxmin{dT(x1 —Xz) ‘X] e Xy, x2 € Xz}.
deD deD

Diese untere Schranke fiir den D-induzierten Abstand zweier Punktmengen wollen wir
als Abstandsmaf3 unserer Distanzberechnung zugrunde legen. Handelt es sich bei den

Punktmengen um Fixed Directions Hulls F; = FDH(D, d"), so kann die Schranke auf
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einfache Weise ermittelt werden:

max min {dT(X1 —X2) ‘x1 €Fy,x2€ Fz}
deD

= max <min{dTX1 ‘x1 € F1} —max{dez ‘xz € Fz})
deD

= rc111ax—(max{ — dTX1 ‘X] € F1} +max{de2‘x2 S Fz}>
eD

= max {— (i1 + dz), (2 + i)}

=1 -2 =1 =2
=~ min {doiq +dy, dpg+doiq} - (3.18)
Dabei haben wir verwendet, dafs fiir jedes Paar von Richtungsvektoren dy;_1 und dy;,
1 < i < ngilt: dyi 1 = —dp;. Der Euklidische Abstand zweier FDHs kann somit
folgendermafien nach unten abgeschitzt werden:
.5l =2 =1 =2
8(F1,F2) > 8p(Fy,F2) > — min {dp; 4 +dj;, doy+dyi 1}
1<i<n
Der Beweis von Lemma 3.14 hat gezeigt, daff die Giite der Approximation im we-
sentlichen von den folgenden Parametern abhédngt:

e der Zahl der Richtungsvektoren und

e der Wahl der Richtungsvektoren.

Mit Hilfe der eingefiihrten Konstante c 1af3t sich der grofste relative Fehler bestimmen,
der bei der Abstandsberechnung durch den Ubergang von der Euklidischen Norm zur
D-induzierten Norm gemacht werden kann:

_ Ixli = 1ixllo

<l-—c.
[

Da der Beweis von Lemma 3.14 konstruktiv war, konnen wir c fiir eine gegebene Menge
von Richtungsvektoren D mit Hilfe von Verfahren der nichtlinearen Programmierung
bestimmen. Hierzu miissen wir das folgende Optimierungsproblem losen:

3
min max dijx; min ¢
1<i<n 4
j=1 3
3 s.d. Y xf=1
d 21 -
s.d. X’j — ):]
j=1 3
x € R3 ZdinjZC, 1<i<n
j=1

x € R3

Im Fall der von uns betrachteten FDH14-Hiillkorper 1afst sich das Optimierungsproblem
tiber seine geometrische Anschauung losen.
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Abbildung 3.30 Einschrankung der Problemstellung auf einen Oktanten.

\
d,

d,

Satz 3.15. Sind F; = FDHy4(D, d;), i = 1,2 zwei FDHy4 Hiillkorper, dann betriigt der
relative Fehler bei der konservativen Abschitzung ihres Euklidischen Abstands durch den D-

induzierten Abstand hichstens ep =1—c =1—1/v/5—2V3~0,193,d.h. es gilt

1
d(F1,F2) > op(F1,F2) > ———=5(F1,F2)

5—2V3

Beweis. Lemma 3.14 hat gezeigt, daf eine reelle Konstante ¢ > 0 existiert, fiir die gilt:

- Iixlo

< <1 vxeR3.
1]

Um die Konstante ¢ zu bestimmen, mufs man fiir jeden Punkt des Einheitskugelrands
9S° die langste Projektion auf die Richtungsvektoren aus D betrachten. Das Minimum
dieser Menge liefert den gesuchten Wert:

¢ =min {maxd"x |x e R?, |x|| =1} .
€D

Im Fall der FDH14 sind die zu berticksichtigenden Richtungen durch die Koordina-
tenachsen und die Raumdiagonalen vorgegeben. Aufgrund dieser Symmetrie gentigt
es, sich auf einen der acht Oktanten zu beschrianken. Abbildung 3.30 beschreibt die
geometrische Anschauung der Problemstellung. Im folgenden werden wir daher le-
diglich den durch die positiven Koordinatenachsen bestimmten Oktanten betrachten.
Wir suchen also einen Punkt aus 9S°, der innerhalb dieses Oktanten liegt und des-
sen maximale Projektion auf die Richtungsvektoren aus D minimal ist. Offensichtlich
sind daher lediglich die Vektoren d; = (1,0,0)F, d, = (0,1,0)T, d3 = (0,0,1)T und
ds = 1/v/3(1,1,1)7T interessant. Der relevante Ausschnitt des Einheitskugelrandes ent-
spricht dem durch d;, d; und d;3 definierten sphérischen Dreieck A der Einheitskugel
S° (Abbildung 3.30):
A= {xeR,||x|=1}.
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Fiir die Konstante c gilt somit:
¢ =min{ max d{x |x € A}.
1<i<4

Die geometrische Interpretation dieser Problemstellung ist die Suche nach einem Punkt
aus A, dessen Projektion auf alle vier Richtungsvektoren identisch ist. Da alle beteilig-
ten Vektoren Einheitsldnge haben, handelt es sich dabei um einen Vektor, der zu al-
len vier Richtungsvektoren den gleichen Winkel einnimmt. Innerhalb des betrachteten
Oktanten gibt es jedoch lediglich einen Vektor, dessen Projektion auf drei Richtungs-
vektoren dj, d; und d3 identisch ist. Dabei handelt es sich gerade um den vierten
Richtungsvektor d4, dessen maximale Projektion 1 betragt:

Tq, —
%1{2(4 dids=1.
Betrachten wir drei andere Richtungsvektoren, wobei wir aus Symmetriegriinden
0.B.d.A. d;, d; und d4 wihlen, so liegt der Vektor, der beziiglich allen dreien die gleiche
Projektion besitzt, auflerhalb von A. Es gilt ndmlich:

(1) dix=dlx = x1=x3,

1
2 dix=dlx < x1=—(x1+x24+x3),
(2) 1 4 1 \/§( 1+ x2+x3)
(3) Xf+xi+x5=1.

Einsetzen liefert den gesuchten Vektor x = (x1,x2,x3)T ¢ A:

¥>0 X2 = V3-2 <0, x3= ! >0
"o a3T T o a3 T P o a3
Somit konnen wir festhalten:
N T Ca C To _ ATo _ AT
c = mm{giagxétdix\ﬂl,],k.]§1<)<k§4/\dix—djx—dkx,xeA}

= [xlo=T1,

mit x* ;= d4‘
Als néchstes bestimmen wir die Vektoren, die zu genau zwei der Vektoren aus D den
gleichen Winkel annehmen.

1.Fall: dTx = dTx VvV dTx = dlx v dlx = dlx
Aus Symmetriegriinden geniigt es den Fall d¥x = dgx innerhalb des durch dq, d,

und d4 definierten Sphéarischen Dreiecks zu untersuchen. Die Punkte aus A, die diese
Eigenschaft erfiillen, konnen folgendermafien beschrieben werden:

_ 1 T
X(s)—m(hs,ﬂ , €€[0,1].
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Als Projektionen dieser Punkte auf die Richtungsvektoren d;, 1 <1 < 4 erhalten wir:

1 1 1
— <dlx=dlx= <
3 V2t e - W2
€ 1
0<dlx= <,
=T 2127 V3
2 2
igd};x: te 1
3 V3V2 + €2
Hieraus folgt:
2
Ogdgxgd?x—dgx<%§d;{x
und somit:
._ . T L To _ AT
cy = rn1n{1r2{agx4dix]31,].l§1<]§3/\dix—djx,x6A}
Itlip = Y2
D \/g)

mit x* =x(0) = 1/v2(1,0,1)T.

2.Fall: d{x = djx, V dix = d}x, vV dix = dix

Aus Symmetriegriinden beschranken wir uns auf den Fall d}x = djx.
Diese Bedingung liefert:

X2 +x3=(V3—-1)x. (3.19)

Betrachtet man (d?x)2 = (dLT‘x)2 so ergibt sich:

X% = (%1 +X2+X3)2
2

(x% + X% + x%) + =(x1%2 + x1%3 + x2%3)

— W= W=

3
= + 2 (x2 +x3) + 2 (3.20)
= 3 3X1 X2 X3 3X2X3 . .

Kombiniert man 3.19 und 3.20, so erhilt man:

1 2 2
x%:§+§(\/§—1)x%+§xz><3
B 1 n 2
5-2V3 5-2V3
1. Fall: xox3=0 <= x2=0V x3=0

Aus xyx3 = 0 ergibt sich:

2
— X] X2X3 .

:
5-2v3"

(dix)? = (dgx)* =
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Falls x, = 0 gilt, folgt (dgx)2 = 0 und schliefslich:

4-23 Ty)2

(dix)2=x3=1—x% (dix

=——<
' 523

Somit erhalten wir:

o:d§x<d§x<;=d1x:d$x.

5—2v3

Der Fall x3 = 0 liefert analog

(dix)? =

woraus folgt:

0=dlx <dlx< =dix =dlx.
5—2v3
2. Fall: xox3 >0
Aus x2x3 > 0 ergibt sich:
1
dix)? = (dix)? > .
(aho? = (ah? > —
Der Vektor x kann nicht optimal sein, da
max d?x >
1<i<4 5_ 2\/3
gilt.
Abschliefsend erhalten wir also:
._ . T . : Ty _ T
c3 = min{ ]rg%xé‘dixlﬂl. 1<i<3Adix=d;x,x€A}
I ]
prm— D prm— y
5—-2V3
T
itx* = —— 1,0,V4—23
mit x == ( 0, V3 )
Ausci=1>c¢y = % >c3= 512\/3 folgt schliefllich unsere Behauptung;:
¢ = min{maxd'x||x| =1}
deD
1
= min{cy,c2,C3} = —F———=.
5—-2V3
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Da wir zur Abstandsberechnung zweier FDHs den D-induzierten Abstand nach
unten abschitzen, konnen wir letztendlich keine Garantie fiir die Giite der ermittelten
Distanz geben Die Kosten der Abstandsberechnung zweier Fixed Directions Hulls F; =
FDH,(D, d;), i = 1,2 betragen nach 3.18:

Cp(F,Fo) =TMult +2nAdd+ (n—1) Comp
bzw. im Fall der von uns verwendeten FDH4:

Cp(Fy,F2) =1TMult+ 14 Add + 13 Comp .

3.7.6 Der Abstand zweier einschlieBender achsenorientierter Boxen
Aktualisierung

Da achsenorientierte Boxen minimalen Volumens als Spezialfall der Fixed Directions
Hulls aufgefafit werden konnen, lassen sich prinzipiell alle in Abschnitt 3.7.5 vorge-
stellten Aktualisierungsverfahren auch auf AABBs anwenden. Die achsenorientierte
Ausrichtung der Iso-Box erlaubt es, die meisten dieser Algorithmen effizienter zu ge-
stalten, als dies im Fall allgemeiner FDH,, moglich gewesen ist. Im folgenden wollen
wir dieses Optimierungspotential fiir den Hill-Climbing-Algorithmus und das Appro-
ximationsverfahren erldutern.

Der Hill-Climbing-Algorithmus

Das Hill-Climbing-Verfahren aktualisiert sukzessive die Extrempunkte der Iso-Box ent-
lang der sechs Richtungen, die die AABB beschreiben. Ausgehend von dem jeweiligen
Extrempunkt des letzten Zeitschritts, wird der neue Punkt durch lokale Austauschope-
rationen bestimmt. Dazu wird untersucht, ob einer der Nachbarknoten eine grofsere
Projektion auf die gerade betrachtete Richtung besitzt. Falls ja, ist dieser Nachbarkno-
ten ein moglicher Kandidat fiir den aktuellen Extrempunkt entlang dieser Richtung.

Im Fall der achsenorientierten Box sind die Richtungen durch die Koordinatenach-
sen vorgegeben, so dafs man die zu bestimmenden Projektionen als Koordinaten des
betrachteten Punktes erhdlt. Ausgehend von einem Extrempunkt sucht man also auf
dem Weg iiber die Nachbarknoten den Punkt mit minimaler bzw. maximaler x-, y- oder
z-Koordinate. Der Optimalitétstest ist somit lediglich ein Koordinatenvergleich und er-
fordert keine Vektormultiplikation, wie im allgemeinen Fall.

Das Approximationsverfahren

Neben den Algorithmen, die die exakte FDH,, der transformierten Flichenmenge er-
mitteln, haben wir auch solche Verfahren betrachtet, die eine angendherte FDH,, be-
stimmen. Dazu wird die Fixed Directions Hull dieser Flichenmenge in der Ausgangs-
lage, d.h. beim Hierarchieaufbau entsprechend der Objektbewegung transformiert und
fur die so entstandende Punktmenge eine FDH,, berechnet. Bei dieser letzten FDH,
handelt es sich um einen Hiillkdrper der transformierten Flichenmenge, der jedoch im
allgemeinen nicht volumenminimal ist.
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Im Fall einer achsenorientierten Box A = AABB(d™", d™?) kann die approximier-
~min ~max

teIso-Box A = AABB(d  ,d ) unter Ausnutzung der Beziehung max{a+b,a+c} =
a + max{b, ¢} effizient berechnet werden. Sei T : R3> — R3, x — Rx + t die Bewegungs-
abbildung und bezeichnen wir mit [v]; die i-te Komponente des Vektors v, T <1i < 3,
so gilt:

arinax

— max { [RT(dI]nin, drznin, dramn)] [RT(dI]naX, drznin‘ dr?:un)] [RT(dI]nin, drznax) dr?:un)] o
[RT(dﬁnin, drznin) dénaX)] o [RT(dI]naX, drznax) dr;un)] [RT(dr]nax’ drznin) drsnaX)]
[RT( dr]nin’ dIZ'naX’ dgﬂax)] [RT( dr]nax) dlznax’ d13naX)] } + 1t

i i

i i

i i

= max {Ry AP 4 Ripd3™ 4 Rizd3™, RypdT™ + Ripd3™™ + Ryzdgi™,

Rurd™ + Riad?™ + Rizd5™, Rurdi™ + Rizd3™ + Rizdf™,

Ri1dT 4 Ripd3® + Rizdi™, Ry dP™ 4 RipdFiM 4 Rizd T,

Rij dr]nin + Rizdgﬂax + RBdgnax) Rij dﬁnax + Rizdgﬂax + RBdgnax} +ti
= max {Rﬂ dr1nin + max {Rizdrznin + Ri3 dgnin’ Rizdrznax + Rigdgnin,

Rizdrznin + Rﬁdgnax’ Rizdrznax + RBdrgnax}
Ri1d 7™ + max {Ri2d5"™ + Ri3d3™, Ripd3™ + Rizd3™,

Rizdlinin + Risdgnax’ Rizdrznax + RiSdgnax}} + ti

— max {Rizdfzni“ + max {RizdT™", Rizd ™}, RipdP™ + max { Rizd™, RBdfg‘aX}}
+ max {Ri] dr1nin) Ri1 dr{lax} + t;
= max {Ryd"™, Ry7dP*} + max {Ri2d3"™, Ripd3™} + max {Ri3d3™, Rizd3™} + ti.
Analog ergibt sich fiir d", 1 <1i < 3:
d™ = min {Ri7d"™, Ri7d T} + min {Ri2d5™", Ri2d3™} + min {Rizd3™, RizdT™} + t.

Diese Beobachtung erlaubt die Formulierung von Algorithmus 18 zur effizienten
Aktualisierung einer Iso-Box mit Hilfe des Approximationsverfahrens. Die Kosten der
Aktualisierung einer achsenorientierten Box A = AABB(d™", d™%*) betragen somit:

Ca(A)=18Mult+ 18Add + 9 Comp .

Abstandsberechnung

Die Abstandsberechnung zweier achsenorientierter Boxen gestaltet sich wesentlich ein-
facher als im Fall allgemeiner FDHs. Der Grund hierfiir ist die Ausrichtung aller Sei-
tenfldchen entlang der Koordinatenachsen, so dafs der Verbindungsvektor der nahesten
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Algorithmus 18 Ein Algorithmus zur Aktualisierung einer achsenorientierten Box mit
Hilfe des Approximationsverfahrens.

Eingabe: Die zu aktualisierende Iso-Box A = AABB(d™", ™) sowie
die Bewegungsabbildung t: x — Rx + t. .
Ausgabe: Die aktualisierte Iso-Box A = AABB(a™", a™™.

UPDATEAPPROXAABB(A,R,t)
(1) fori— 1to3

(2) a‘i“i“ — 1t

(3) afglax —t

(4) forj«— 1to3

(5) a— Rij dgnin

(6) b« Rij d;nax

(7) ifa<bd

(8) dmin — gmin 4+ g
©) M gmex 4+ b
(10) else

(11) dmin — qmin 4+ b
(12) a;nax — afinax +a

~min ~max
)

(13) return AABB(d ,d

Punkte (Abstandsvektor) komponentenweise berechnet werden kann. Dazu projiziert
man die beiden zu betrachtenden, achsenorientierten Boxen A; = AABB(d‘f‘in, ar®),
1 = 1,2 auf die einzelnen Koordinatenachsen. Die Box A;, 1 = 1,2 wird somit durch
drei Koordinatenintervalle beschrieben:

Xi = B XY = PRy, Zy = [ 2, =12,

i » M i i
. min __ gmin max __ gmax
mit X7 =diy, X =digT,
min __ ymin max __ gmax
Vi =4dig, Yi  =di,
min __ ymin max __ jmax
va = d13 N Z; = dl3 .

Abbildung 3.31 veranschaulicht diese Uberlegungen fiir den zweidimensionalen Fall.

Wir betrachten nun o0.B.d.A. die x-Koordinatenachse. Falls die Intervalle X7 und X>
sich nicht iiberlappen, so bestimmen die am nahesten zueinander gelegenen Intervall-
grenzen die x-Komponente des Abstandsvektors a. Andernfalls unterscheiden sich die
nahesten Punkte zwischen A; und A; beztiglich der x-Koordinate nicht, so dafy wir die
entsprechende Komponente von a auf Null setzen konnen. Wir erhalten somit fiir die
x-Komponente des von A zu A; gerichteten Abstandsvektors a:

X5 — xl]“in falls x5 < x‘{ﬁ“ ;
aj = ¢ xQUN — XM fa]]g X > xmax,

0 sonst .
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.31 Der Euklidische Abstand zwischen zwei achsenorientierten Boxen.

Y y
max 1 max 1
Yi Yi
Aq Aq
min = min
yr lall=38{A1,A2)  yypin | all = 8(A1, A,
~ )
max -4+ 4 - — - — — - — max -4 + - — — —
Y2 1 1 Y2 1
1 1 1
1 1 AZ 1 Az
. 1 1 . 1
min min
Yz 1o CC Yz T -
} —t =X } —t t X
Xr]mn Xﬁnax szmn sznax Xr1nm Xr]nax sznm sznax

Die y- bzw. z-Komponente ergibt sich analog. .
Da wir eine achsenorientierte Box A; durch die Vektoren di™" und di"®* beschreiben,
erhalten wir fiir 1 <j < 3:

max min max min .
R min __ jmax min max .
a = % 5 falls A5 > df™5

0 sonst .
Der quadratische Euklidische Abstand zwischen zwei achsenorientierten Boxen A; =
AABB(A{™, di"™), 1= 1,2 ergibt sich als:
3
8% (A1, A2) = [all* =) qf.
j=1

Des weiteren betragen die Kosten der Abstandsberechnung zwischen den beiden ach-
senorientierten Boxen:

Cp(A7,Az) =3MULT +5ADD + 6 COMP.
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3.8 Simultane Hierarchietraversierung

Wir wollen in diesem Abschnitt die Ausgestaltung des Branch-and-Bound-Verfahrens
zur Abstandsberechnung abschliefsen, indem wir die in diesem Kapitel vorgestellten
Datenstrukturen und Algorithmen in eine sinnvolle Ablaufsteuerung integrieren.

Die Datenstruktur, die dem Verfahren zugrundeliegt, ist der Hiillkérperbaum, der
die Flichenmenge des Korpers von Hierarchiestufe zu Hierarchiestufe zunehmend fei-
ner partitioniert und die so entstehenden Teilmengen durch Hiillkdrper iiberdeckt.
Beim Abstandstest zweier Korper sind wir gezwungen, die Menge der Flachenpaare
X = F1 x F7 auf ihr Abstandsminimum hin zu untersuchen. Das Branch-and-Bound-
Verfahren zerlegt diesen Suchraum in Subrdume, mit dem Ziel, moglichst viele Teilpro-
bleme als Lieferant des Abstandsminimums ausschliefSen zu konnen. Der Ausschluf-
test fiir einen solchen Subraum basiert dabei auf dem Vergleich des Hiillkdrperabstands
der beiden den Subraum definierenden Flichenmengen mit einer oberen Schranke fiir
den Abstand der beiden Korper. Obere Schranken sind einfach zu finden, da jeder
Abstand zwischen einem Paar von Oberfldchenelementen der beiden Korper einen sol-
chen Wert definiert. Gelingt es dem Verfahren nicht, ein Teilproblem auszuschliefSen,
da der Hiillkorperabstand kleiner als die obere Schranke ist, so wird das Problem wei-
ter zerlegt, d.h. die betrachtete Menge von Flachenpaaren weiter partitioniert.

3.8.1 Der Vergleichsbaum als Ergebnis der Expansionsstrategie

Die gerade beschriebene Vorgehensweise konnen wir als Vergleich der Hiillkorperhier-
archien der beiden Koérper 7 und K; auffassen. Man betrachtet zunédchst die Wurzeln
der entsprechenden D-Baume D(K;), i = 1,2. Diese reprdsentieren die Menge aller
Flachen der beiden Korper, nimlich 77 und F,. Sofern das eingeschlossene Objekt
und sein Hiillkérper nicht identisch sind, wird der Hiillkorperabstand kleiner als die
obere Schranke sein, so dafy wir einen oder beide Wurzelknoten expandieren miissen.
Auf diese Weise ergeben sich weitere zu betrachtende Knotenpaare, wobei die durch
sie definierten Paare von Flichenmengen eine Partitionierung des Ausgangsproblems
darstellen.

Es ist daher dufserst hilfreich, die Traversierung der beiden Baume als Durchmu-
sterung eines einzigen imagindren Vergleichsbaumes aufzufassen. Jeder Knoten v dieses
Baumes entspricht dabei einem Paar von Knoten (v1,v;) der beiden D-Baume und so-
mit einer Teilmenge F = F,, x F,, von X, deren Abstandsminimum man bestimmen
mochte. Die Kinder eines Knotens des Vergleichsbaumes werden durch die Expansi-
onsstrategie festgelegt. Falls beide Knoten v und v, gleichzeitig expandiert werden (si-
multane Expansion), erhédlt man im Vergleichsbaum vier Kinderknoten vy5, 1 <1i,j < 2,
die den Kinderknotenpaaren der beiden expandierten Hiillkorperhierarchieknoten ent-
sprechen (Abbildung 3.32). Folgt man dagegen der Strategie der einseitigen Expansion,
so wird lediglich einer der beiden Hiillkorperhierarchieknoten durch seine Kinderkno-
ten ersetzt. Im Vergleichsbaum ergeben sich somit nur zwei Kinderknoten. Selbstver-
standlich konnen auch beide Expansionsalternativen im Rahmen einer hybriden Vorge-
hensweise [Eck98] auf den Vergleichsbaum angewendet werden. Sobald man in einem
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3 Statische Abstandsberechnung starrer Kérper

Abbildung 3.32 Die Strategie der simultanen und einseitigen Expansion.

in

o7,
@ @ @ @ Sejbg

der beiden Hiillkorperhierarchien ein Blatt erreicht, ist man gezwungen, eine einseitige
Expansion des gerade besuchten Knotens des Vergleichsbaums durchzufiihren. Diese
Konstruktion wird nun solange wiederholt, bis man auch im anderen Hiillkdrperbaum
ebenfalls an einem Blatt angekommen ist. Die beiden Blitter der D-Baume definie-
ren nun ein Blatt des Vergleichsbaumes. Somit entsprechen die Blitter des Vergleichs-
baumes unabhéngig von der Expansionsstrategie den Paaren von Bléttern der beiden
Hillkorperbaume.

Der Vergleichsbaum bleibt jedoch eine gedankliche Konstruktion, die durch die
Durchmusterung der beiden Hierarchiebdume wihrend der Laufzeit beschrieben wird.
Sowohl in der Literatur als auch in konkreten Anwendungen dominiert die Strategie
der simultanen Expansion. Diese erweist sich immer dann als giinstig, wenn die Ver-
besserung der Approximationsgiite bei dem Ubergang zur nichsten Hierarchiestufe
fiir beide Baume annédhernd gleich ist. Die einseitige Expansion eines Knotenpaares ist
dann vorzuziehen, wenn die Approximationsgiite der Kinderknoten in einem Hiillkor-
perbaum deutlich besser ist als in dem anderen. Dieser Fall tritt beispielsweise dann
ein, wenn die Objekte sehr unterschiedliche Grofie besitzen. Die Zahl der Hiillkorper-
tests ist nun geringer, wenn zundchst fiir das grofiere Objekt die Regionen ausgeschlos-
sen werden, die zur Bestimmung des minimalen Abstands nicht in Frage kommen. Die
hybride Expansionsstrategie, wie sie von ECKSTEIN [Eck98] fiir den Kollisionserken-
nungstest vorgeschlagen wird, versucht die beiden anderen Verfahren zusammenzu-
fiihren, indem an dem gerade betrachteten Knotenpaar die Expansion durchgefiihrt
wird, die eine vorgegebene Zielgrofie optimiert. In dieser Zielgrofie mufs dabei sowohl
die Verdnderung der Approximationsgtite als auch der Aufwand zusétzlicher Hiillkor-
pertests berticksichtigt werden.

Im folgenden werden wir verschiedene Verfahren vorstellen, die den Ablauf der
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Durchmusterung des Vergleichsbaums steuern. Zunachst werden wir Algorithmen be-
trachten, die ausschliefslich lokale Verzweigungsentscheidungen treffen. Dabei handelt
es sich um das indifferente Verfahren und das lokale Greedy-Verfahren. Aufbauend auf
letzterem haben wir einen Algorithmus, den sogenannten globalen Greedy-Algorithmus
entwickelt, der alle bisher betrachteten Vergleichsknoten bei der Auswahl eines giinsti-
gen Kinderknotens zur Fortsetzung der Durchmusterung berticksichtigt.

3.8.2 Das indifferente Verfahren

Wie bereits erwdhnt, trifft dieses Verfahren ausschliefilich lokale Verzweigungsent-
scheidungen. Es mufs also fiir den gerade besuchten Knoten des Vergleichsbaums ent-
scheiden, an welchem Kinderknoten die Traversierung fortgesetzt werden soll, oder in
anderen Worten, welches Teilproblem als erstes geldst werden soll. Der Vorgehenswei-
se des indifferenten Verfahrens liegt die Annahme zugrunde, daf3 alle vier Teilprobleme
gleichberechtigt sind, so daf} die Kinder des Vergleichsbaumes in einer beliebigen Rei-
henfolge besucht werden konnen. Diese Unterstellung liefert eine einfache Umsetzung
des Branch-and-Bound-Verfahrens, die in Algorithmus 19 dargestellt ist.

Die Fallunterscheidung beziiglich des Knotens v = (v1,v;) hat zum Ziel, die Zahl
der zu besuchenden Kinderknoten zu bestimmen. Betrachten wir zunichst den Fall,
daf$ v ein Blatt des Vergleichsbaumes ist, d.h. dafs weder vy noch v, Kinder innerhalb
ihrer D-Baume besitzen. Die Variable d,, entspricht der globalen oberen Schranke, die
wir immer dann zu aktualisieren versuchen, wenn wir ein solches Paar von Blattern der
Hillkorperhierarchien erreichen (Zeile 3). Der Abstand der Flichenmengen, die durch
die Blatter reprasentiert werden, ersetzt die bisherige obere Schranke, falls die berech-
nete Distanz deren aktuellen Wert unterschreitet. Falls wir auf einen inneren Knoten
des Vergleichbaumes treffen, ist eine Verzweigungsentscheidung zu treffen. Nachdem
wir die Hillkorper beziiglich der Objektbewegung aktualisiert haben, ermitteln wir
fir jedes Kinderknotenpaar den Abstand der Hiillkorper und vergleichen diese unte-
re Schranke mit dem minimalen bisher beobachteten Abstand zwischen Oberfldchen-
elementen der beiden Korper. Zeigt die untere Schranke, dafs wir in dem durch den
Kinderknoten definierten Teilbaum keinen besseren Abstand als d,, finden konnen, so
verzichten wir auf eine Verzweigung in diesen Ast des Vergleichsbaumes. Andernfalls
starten wir einen rekursiven Aufruf auf dem Teilproblem, d.h. wir steigen eine Hierar-
chieebene ab.

Die Notation von Algorithmus 19 verzichtet auf die Darstellung der durchzufiih-
renden Hiillkdrperaktualisierungen. Da diese Operationen jedoch entscheidenden Ein-
flu3 auf die Laufzeit des Verfahrens haben konnen, miissen wir ihren Einsatz wohl
iiberlegen. Um den Algorithmus priziser formulieren zu konnen, fithren wir daher
die Prozedur vi.UPDATE ein, die den Hiillkérper H(v;) beziiglich der Bewegungstrans-
formation T aktualisiert. Daneben verwenden wir die Funktion LOWBOUND, die den
Abstand der mit v; bzw. vj assoziierten Hiillkorperpaare berechnet. Die Funktion UP-
BOUND fiihrt einen elementaren Abstandstest zwischen den beiden Flachenmengen
durch, die durch die Blatter v; und v; reprasentiert werden.

In 3.7.2 haben wir gesehen, dafs es gentigt, stets einen der beiden Hiillkérper zu
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Algorithmus 19 Ein Branch-and-Bound-Algorithmus mit indifferenter Verzweigungs-
strategie zur Bestimmung des Abstands zweier Flichenmengen,

Eingabe: Zwei Knoten v1, v, der D-Baume von Korper 1 bzw. Korper 2.
Ausgabe: Der Euklidische Abstand 6(F 1, F;) der durch vy und v; re-
prasentierten Flaichenmengen 71 bzw. F .

NODEDISTANCE(v1,V2)

D if vi is a leaf

(2) if v, is a leaf

(3) dy ¢ min {dy, 8(F1,F2)}

(4) else

(5) foreach child p, of v,

(6) di « 5(H(v1), H(p2))

(7) if d; < dy

(8) NODEDISTANCE(v1,P2)
9) else

(10) if v, is a leaf

(11) foreach child p; of v4

(12) di « 8(H(p1),H(v2))

(13) if dy < dy

(14) NODEDISTANCE(p1,Vv2)
(15) else

(16) foreach child p; of v4

(17) foreach child p; of v

(18) di  8(H(p1), H(p2))
(19) if dy < dy

(20) NODEDISTANCE(p1,P2)

(21) return d,

transformieren, um deren Abstand korrekt berechnen zu kénnen. Diese Beobachtung
ist in zwei Féllen hilfreich. Betrachten wir einen inneren Knoten des Vergleichsbaumes,
so sind lediglich die Hiillkdrper der Kinder eines Baumes zu aktualisieren. Noch besser
stellt sich die Situation dar, wenn wir bei der Traversierung des Vergleichsbaums auf
ein Knotenpaar treffen, bei dem genau einer der beiden Knoten ein Blatt des Hiillkor-
perbaumes darstellt (Zeile 2 bzw. 4). Der Algorithmus verbleibt in dem Blattknoten,
bis er durch Rekursion ein Blatt des andern Baumes erreicht hat. Der davon betroffe-
ne Rekursionszweig kann von nicht unbedeutender Lange sein, so dafs eine einmalige
Transformation des Blattknotens auch alle im Rahmen des Rekursionsabstiegs besuch-
ten Knotenpaare aktualisiert. Wir benutzen daher die Prozedur LEAFDISTANCE, die
durch Algorithmus 20 beschrieben wird, um den Rekursionszweig effizient, d.h. ohne
weitere Transformationen abarbeiten zu konnen.

Der urspriingliche NODEDISTANCE-Algorithmus muf$ wie in Algorithmus 21 dar-
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Algorithmus 20 Rekursionszweig des NODEDISTANCE-Algorithmus im Fall von Blatt-
knoten der Hiillkorperhierarchien.

Eingabe: Zwei Knoten vy, v,, von denen mindestens einer ein Blatt sei-
nes D-Baumes darstellt.

Ausgabe: Der Euklidische Abstand 6(F1, F2) der durch vy und v; re-
prasentierten Flichenmengen F7 bzw. F».

LEAFDISTANCE(v1,V3)

(1) if vq is a leaf

2) if v, is a leaf

(3) dy, + min {d,, UPBOUND(vy,v2)}
4) else

(5) foreach child p; of v,

(6) d, & LOWBOUND(v1,p2)
7) if d; < dy

(8) LEAFDISTANCE(v1, p2)
9) else

(10) foreach child p; of v4

(11) d; < LOWBOUND(p1,Vv2)
(12) if dy < dy

(13) LEAFDISTANCE(p1,V2)

(14) return d,,

gestellt modifiziert werden.

3.8.3 Das lokale Greedy-Verfahren

Bisher haben wir Informationen iiber die Abstdnde der Hiillkorper lediglich zur For-
mulierung einer Ausschlufiregel fiir Teilbaume genutzt. Es ist jedoch naheliegend, sol-
che untere Schranken als heuristisches Entscheidungskriterium fiir die Festlegung einer
Reihenfolge einzusetzen, in der die Kinderknotenpaare, d.h. die Teilbdume betrachtet
werden sollen.

Dem hier vorgestellten Greedy-Verfahren liegt die Annahme zugrunde, daf$ das Kno-
tenpaar, das den minimalen Hiillkdrperabstand aufweist, dem Teilbaum entspricht, in
dem die Wahrscheinlickeit, das naheste Punktepaar zu finden, am grofiten ist.

Bei der lokal agierenden Greedy-Heuristik, wahlen wir daher im Rahmen der Ver-
zweigungsentscheidung an einem Knoten des Vergleichsbaums den Kinderknoten mit
kleinstem Hiillkorperabstand. Der entsprechende Pseudoalgorithmus benutzt eine
neue Funktion MININDEX, die das zweidimensionale Feld der Hiillkérperabstande, dy,
nach dem Kinderknoten des Vergleichsbaumes (v;,v;) mit minimalem Abstand durch-
sucht und dessen Indizes (i,j) zuriickgibt. Des weiteren verwenden wir eine Routine
vi{.CHILD(j), die das j-te Kind des Knotens v; liefert.
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Algorithmus 21 Eine Variante des NODEDISTANCE-Algorithmus mit minimaler An-
zahl an Aktualisierungsoperationen.

Eingabe: Zwei Knoten v1, v, der D-Baume von Korper 1 bzw. Korper 2.
Ausgabe: Der Euklidische Abstand 6(F 1, F;) der durch vy und v; re-
prasentierten Flaichenmengen 71 bzw. F .

NODEDISTANCE(v1,V2)

D if vi is a leaf

(2) return LEAFDISTANCE(v1,V2)
3) else if v, is a leaf

(4) v, UPDATE(T )

(5) return LEAFDISTANCE(v1,V3)
(6) else

(7) foreach child p; of v4

(8) p1.UPDATE(T)

9) foreach child p; of v,

(10) d; < LOWBOUND(p1,p2)
(11) ifd < dy

(12) NODEDISTANCE(p1, p2)
(13) return d,

Algorithmus 22 beschreibt diese Variante des NODEDISTANCE-Verfahrens. Die lo-
kale Greedy-Strategie wird selbstverstandlich auch in der Rountine LEAFDISTANCE an-
gewendet, deren Modifikation durch Algorithmus 23 beschrieben wird.

3.8.4 Das globale Greedy-Verfahren

Die Greedy-Strategie, die wir in Algorithmus 22 lediglich lokal an einem Knoten des
Vergleichsbaumes angewendet haben, kann durch den Einsatz komplexerer Daten-
strukturen auf die Menge der bisher betrachteten Knoten ausgeweitet werden. Da-
bei wollen wir unser Greedy-Entscheidungskriterium nicht nur lokal an dem gerade
besuchten Knoten anwenden, sondern den nédchsten Knoten der Vergleichsbaumtra-
versierung unter allen bisher besuchten, aber noch nicht expandierten Kinderknoten
wihlen. Die Umsetzung dieser Strategie erfordert eine Datenstruktur, die eine sortierte
Folge der noch nicht expandierten Knoten des Vergleichsbaumes aufrechterhilt. Jeder
besuchte Knoten, der kein Blatt des Vergleichsbaumes darstellt, wird unter dem Schliis-
sel seines Hiillkdrperabstands in diese Folge eingefiigt. Treffen wir dagegen auf ein
Blatt, so liefert dieses analog zu unserer bisherigen Vorgehensweise, eine obere Schran-
ke fiir den Abstand der beiden Korper. Daher konnen wir alle Eintrdge der Sequenz,
deren Schliissel grofier oder gleich dieser oberen Schranke sind, aus der Folge 16schen.
Aufgrund der Sortierung der Sequenz, entsprechen diese Loschoperationen einer Kiir-
zung der Folge ausgehend von dem Eintrag mit grofstem Schliissel. Die Verzweigungs-
entscheidung wird durch Expansion des Knotens mit kleinstem Schliissel beantwortet.
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Algorithmus 22 Variante des NODEDISTANCE-Algorithmus unter Einsatz der lokalen
Greedy-Strategie.

Eingabe: Zwei Knoten v1, v, der D-Baume von Korper 1 bzw. Korper 2.
Ausgabe: Der Euklidische Abstand 6(F 1, F2) der durch vy und v, re-
préasentierten Flichenmengen F7 bzw. F».

NODEDISTANCELG(v1,Vv2)

(1)
(2)
€)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
©)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)

if v is a leaf
return LEAFDISTANCELG(v1,v2)
else if v, is a leaf
v, UPDATE(T )
return LEAFDISTANCELG(v1,Vv2)
else
fori+— 1to2
p1 < v1.CHILD(i)
p1.UPDATE(T)
forj«— 1to2
d([i][j] & LOWBOUND(p1,v2.CHILD(j))
fork «— 1to4
(1,j) « MININDEX(dy)
if difil[j] > du
return d.,
di[il[j] ¢ o0
NODEDISTANCELG(v1.CHILD(i), v2.CHILD(j))
return d.,

Dazu wird der Knoten aus der Sequenz geloscht und seine Kinderknoten in die Folge
eingestellt, falls deren Hiillkdrperabstdnde die aktuelle obere Schranke unterbieten.
Die gesuchte Datenstruktur muf$ also folgende Operationen bereitstellen:

Ll

o

6.

MINKEY(): Liefert den kleinsten Schliissel.

MININFO(): Liefert den Knoten mit minimalem Schliissel.

MAXKEY(): Liefert den grofiten Schliissel.

INSERT(k, (v1,Vv2)): tigt den Knoten mit Hiillkoérperabstand k in die Sequenz
ein.

DELTEMIN(): Entfernt den Eintrag mit minimalem Schliissel.

DELETEMAX(): Entfernt den Eintrag mit maximalem Schliissel.

Eine einfache Implementierung dieser Datenstruktur benutzt eine doppelt verkettete
Liste. Dabei konnen wir hoffen, dafs die Schliissel der Kinderknoten sich nicht allzu
sehr von denen des expandierten Knotens unterscheiden, so dafd INSERTIONSORT ein
effizientes Sortierverfahren fiir die nahezu geordnete Liste darstellt. Diese Annahme
ist bei Expansion auf den ersten Hierarchieebenen nur selten gerechtfertigt, da hier im
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Algorithmus 23 Variante des LEAFDISTANCE-Algorithmus unter Einsatz der lokalen
Greedy-Strategie.

Eingabe: Zwei Knoten vy, v,, von denen mindestens einer ein Blatt sei-
nes D-Baumes darstellt.

Ausgabe: Der Euklidische Abstand 6(F1, F2) der durch vy und v; re-
prasentierten Flichenmengen F7 bzw. F».

LEAFDISTANCELG(v1,Vv2)

(1) if v; is a leaf

(2) if v, is a leaf

(3) return d, + min {d,,, UPBOUND(vy,v,)}

4) else

(5) d\[1] «+ LOWBOUND(vy,v,.CHILD(1))

(6) d\[2] « LOWBOUND(vq,v,.CHILD(2))

) if i[1] < dy[2]

(8) if d,[1] < d,, then LEAFDISTANCELG(v1, v2.CHILD(1))
) else return d,,

(10) if d,[2] < d,, then LEAFDISTANCELG(v1, v2.CHILD(2))
(11) else return d,,

(12) else

(13) if di[2] < d,, then LEAFDISTANCELG(v1,v,.CHILD(2))
(14) else return d,

(15) if di[1] < d,, then LEAFDISTANCELG(v1,v,.CHILD(1))
(16) else return d,,

(17) else

(18) d[1] «+ LOWBOUND(v2,v.CHILD(1))

(19) d\[2] «+ LOWBOUND(v3,v1.CHILD(2))

(20) if d[[” < d1[2]

(21) if d,[1] < d,, then LEAFDISTANCELG(v2,v{.CHILD(1))
(22) else return d,,

(23) if d,[2] < d,, then LEAFDISTANCELG(v2,v{.CHILD(2))
(24) else return d,,

(25) else

(26) if di[2] < d,, then LEAFDISTANCELG(v2,v1.CHILD(2))
(27) else return d,,

(28) if d([1] < d,, then LEAFDISTANCELG(v2, v{.CHILD(1))
(29) else return d,,

allgemeinen eine deutliche Verbesserung der Approximationsgiite erzielt wird. Gleich-
zeitig ist jedoch die Zahl der Sequenzeintrige gering, so daf3 die Sortierkosten beim
Einfiigen noch nicht ins Gewicht fallen. Die INSERT-Operationen werden erst dann
kritisch, wenn die Liste im Rahmen der Baumdurchmusterung deutlich angewachsen
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Algorithmus 24 Ein Algorithmus zum Einfiigen der bindren Teilbdume des Vergleichs-
baumes in die sortierte Sequenz.

Eingabe: Zwei Knoten v1, v, von denen genau einer ein Blatt seines
D-Baumes darstellt.

Ausgabe: Die sortierte Sequenz, in die der durch (vy,v;) definierte Teil-
baum eingefiigt wurde.

INSERTCHILDREN(V1,V3)

(1) if vq is a leaf

(2) foreach child p; of v,

(3) d «— LOWBOUND(v1,p32)

4) ifd<dy,

(5) S.INSERT(d, (v1,p2))

(6) INSERTCHILDREN(v1,P2)
(7) else

(8) foreach child p; of v4

9) d «— LOWBOUND(p1,Vv2)
(10) ifd<dy

(11) S.INSERT(d, (p1,Vv2))

(12) INSERTCHILDREN(p1,V2)

(13) return S

ist. In diesem Fall sind wir in den Hiillkorperhierarchien jedoch so tief abgestiegen,
daf die Approximationsgtite und damit die Schliissel der einzufiigenden Knoten keine
drastischen Verbesserungen gegeniiber dem Schliissel des Vaterknoten darstellen.

Eine aufwendigere aber auch effizientere Datenstruktur zur Realisierung einer sor-
tierten Folge ist die sogenannte Skiplist. Die Software-Bibliothek LEDA [MN99] stellt
eine effiziente Implementierung dieser randomisierten Datenstruktur bereit. Der Zu-
griff auf das kleinste bzw. grofite Glied der Folge sowie das Loschen der entsprechen-
den Eintrédge ist dabei in konstanter Zeit moglich. Das Einfiigen eines Knotens in die
Sequenz verursacht dagegen erwartete Kosten von O(logn), wobei n die Anzahl der
Folgenglieder bezeichnet. Es hat sich in unseren Tests herausgestellt, dafd die Verwen-
dung einer Skiplist die effizienteste Implementierung des Verfahrens erlaubt.

Der Algorithmus, der unser Branch-and-Bound-Verfahren aus 3.3.4 mit Hilfe der
globalen Greedy-Strategie umsetzt, unterscheidet sich von den bisher vorgestellten Ver-
fahren durch nahezu vollkommenen Verzicht auf Rekursion. Der Teil des Vergleichs-
baumes, den unserer Algorithmus betrachtet, wird statt dessen mit Hilfe der Skiplist-
Datenstruktur aufgezéhlt. Die durch sie reprédsentierte sortierte Folge wird in Algo-
rithmus 25 mit S bezeichnet. Um die Zahl der Hiillkorperaktualisierungen zu mini-
mieren, benutzen wir die Routine INSERTCHILDREN, die durch den Pseudoalgorith-
mus 24 beschrieben wird. Trifft der NODEDISTANCEGG-Algorithmus auf einen Knoten
(v1,v2) des Vergleichsbaumes, fiir den gilt, dal entweder v oder v; ein Blatt des ent-
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sprechenden Hiillkérperbaumes darstellt, so wird diese Routine aufgerufen, um den
durch (v1,v,) definierten Teilbaum in die Sequenz einzustellen. Wir expandieren in die-
sem Fall den gesamten Teilbaum, da die einmalige Transformation des Blattknotens in
(v1,v2) gentigt, um die Hiillkorperabstinde in allen Knoten des zu (v1,v;2) gehorenden
Teilbaums ohne weitere Aktualisierungsoperationen zu bestimmen. Eine Alternative
zu dieser Vorgehensweise besteht darin, lediglich die beiden Kinderknoten von (v1,v;)
in die Sequenz einzustellen, so dafd man auf die Prozedur INSERTCHILDREN verzichten
kann.

Algorithmus 25 Variante des NODEDISTANCE-Algorithmus unter Einsatz der globalen
Greedy-Strategie.

Eingabe: Zwei Knoten v1, v, der D-Baume von Korper 1 bzw. Korper 2.
Ausgabe: Der Euklidische Abstand 6(F1, F2) der durch vy und v, re-
prasentierten Flichenmengen 71 bzw. 7.

NODEDISTANCEGG(v1, V)

(1) v1.UPDATE(T)

(2) d «— LOWBOUND(vq,Vv2)

3) ifd < dy

4) S.INSERT(d, (v1,V2))

(5)  whileS #10

(6) (* Aktualisiere untere Abstandsschranke *)
(7) dy « min {d,, S.MINKEY() }

(8) (* Verzweigungsschritt *)

9) (v1,v2) &« MININFO()

(10) S.DELMIN()

(11) if v; is a leaf

(12) if v, is a leaf then d,, +— min {d,,, UPBOUND(v1,v2)}
(13) else S « INSERTCHILDREN(S, (v1,V2))
(14) else

(15) if v, is a leaf

(16) v2.UPDATE(T)

(17) S « INSERTCHILDREN(S, (v1,V2))
(18) else

(19) foreach child p; of vy

(20) v1.UPDATE(7)

(21) foreach child p; of v,

(22) d «— LOWBOUND(p1,p2)

(23) ifd<dy

(24) S.INSERT(d, (p1,p2))

(25) while S MAXKEY() > dy,

(26) S.DELETEMAX()

(27) return d,
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Abbildung 3.33 Die Ausbreitungsstrategie des globalen Greedy-Algorithmus.

j
Knoten der Wellenfront mit
O O e O minimalem Hiillkérperabstand O e e O > e e €

Ein ganz entscheidender Vorteil dieser Vorgehensweise, besteht in der Moglichkeit,
zu jedem Zeitpunkt der Baumtraversierung eine untere Schranke fiir den Abstand der
beiden Korper angeben zu konnen. Um dies einzusehen, wollen wir uns den Prozef3
der Baumdurchmusterung genauer ansehen. Wir betrachten zunachst eine Variante
von Algorithmus 25, die auf die Kiirzung der Sequenz in den Zeilen 25 bis 26 verzichtet.
Zu einem bestimmten Zeitpunkt der Traversierung sei S = {51 R sn} mit s; = (vi1 , viz)
die Menge der besuchten inneren Knoten, die der Algorithmus in der sortierten Folge
hilt. Des weiteren sei W = {wq,..., win} mit w; = (w’:,,wjz) die Menge der bisher
betrachteten Blitter des Vergleichsbaumes. Diese definieren die obere Schranke d., fiir
den Abstand der zugrundeliegenden Korper Ky und Kj:

dy= min S(FW)),FW})) >  min _ 3(f1,f2) = 8§(K1,K2).

1<<m T (f1,f2)EF 1 xF

Die Knoten aus S UW bilden dhnlich wie beim Algorithmus von DIJKSTRA [CLR94]
zur Losung des single-source-shortest-path problem eine Wellenfront, die sich kontinuier-
lich tiber den Vergleichsbaum ausbreitet. Abbildung 3.33 verdeutlicht den Prozefs. Jede
Wellenfront definiert eine untere Schranke fiir den Abstand des zugrundeliegenden
Korperpaares, da die Knoten der Wellenfront Paare von Flichenmengen der beiden
Objekte reprédsentieren, deren Vereinigung die Menge X = F7 x F, ergibt. Diese Be-
obachtung ist einsichtig, wenn man bedenkt, dafs ein Knoten und somit ein Paar von
Flachenmengen nur dann aus der Sequenz entfernt wird, wenn es sich um ein Blatt
des Vergleichsbaumes handelt. Jeder innere Knoten wird dagegen durch seine Kin-
derknoten ersetzt, die eine feinere Partition der Flichenpaarmenge des Vaterknotens
darstellen. Da das Verfahren mit der Wurzel des Vergleichsbaumes, d.h. mit 7 x F
startet, gentigt es stets, die Mengen S und W zu betrachten.

FixFr = U FWi) x Fv5) U U Fw)) x F(w))
1<i<n 1<j<m
= FSUFy,
mit F§ = Urcicn FOV)) x F(Vy) und F3y, = U]Sjgm}"(wj]) X ]-"(wjz). Eine untere

Schranke liefert nun der minimale Abstand aller Hiillkdrperpaare der Wellenfrontkno-
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ten dy:

i : i i ; j j

dyy := min { 1rgnggné(H(v]), H(vy)), ]rgr}lgnmé(H(w]),H(wz))} )

Es gilt ndmlich:

dy < min{ min 5(f;,f), min §(f;,f2)}

(f1,f2)eFs (f1,£2)EFy,
= min  3(fy,f2) = 8(F1, F2) = 8(Ky,K2) .
(f1,f2)€F xFy

Fiir die Blattknoten innerhalb der Wellenfront wollen wir statt des Hiillkorperabstands
den exakten Abstand der durch sie beschriebenen Flachenpaare in die untere Schranke
eingehen lassen. Wir erhalten auf diese Weise die in Algorithmus 25 verwendete untere
Abstandsschranke d:

di:= min{ 11r§niignné(H(vﬁ), H(VE)), . ?z)lgfév 5(fq, fz)} .

Die Definition von d,, liefert somit:

di=min{ min 5(HW}),HMY)), du} -

1<i<n

Aufgrund der Beziehung d,, > mimgjgmé(H(w% ), H(wjz)) liefert diese Modifikation
von dy eine im allgemeinen schérfere untere Schranke. Es gilt:

dy < dy <8(Kq,Kp) < dy .

Als néchstes wollen wir zeigen, dafd das Kiirzen der Sequenz S entsprechend der ak-
tuellen oberen Schranke d,, keinen Einfluf$ auf den Wert von dy hat. Sei S’ die sortierte
Folge, die aus S durch den Kiirzungsprozef (Zeile 25 bis 26) hervorgeht.

S"={(v1,v2) € S|8(H(v1),H(v2)) < du} .
Legt man nun S’ statt S der Berechnung der unteren Schranke zugrunde, so erhélt man

d{ = min{ min &(H(v1),H(v2)), du}
(vi,v2)eS!’

= min{( min 6(H(v1),H(v2)), du}

vi1,v2)€S

= dl)

da 8§(H(v1),H(vz)) > dy fiir alle (vq,v2) € S\ S’. Des weiteren hat der Kiirzungsprozef
bis zum Zeitpunkt der Terminierung von Algorithmus 25 keinen Einfluf$ auf die Wahl
des Expansionsknotens und damit auf den Ablauf des Verfahrens, wie die folgende
Fallunterscheidung zeigt:
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1. Fall: 3(vy,v2) € S: 8(H(v1),H(v2)) < du
Nach dem Kiirzen von S ist jeder Knoten aus S, dessen Hiillkorperabstand kleiner
als d,, ist, auch in S’ enthalten, so dag gilt:

min _ §(H(vi),H(v2)) = min &(H(vy),H(v2)).

(vi,v2)€S’ (vi,v2)€S

Die Wahl des Verzweigungsknotens wird somit durch die Kiirzung der Sequenz
nicht beeinfluf3t.

2. Fall: Y(vy,v2) € S: 5(H(v1),H(v2)) > du
In diesem Fall kann die Betrachtung eines beliebigen Knotens aus S den bereits
beobachteten Abstand d,, nicht unterbieten. Wir haben also den minimalen Ab-
stand zwischen K7 und K, gefunden. Nach dem Kiirzen der Sequenz erhalten
wir die Abbruchbedingung von Algorithmus 25: S = () bzw. d| = d..

Die globalere Sichtweise dieses Verfahrens auf die Problemstellung erlaubt sowohl
eine untere, als auch eine obere Schranke fiir den Abstand des Korperpaares aufrecht-
zuerhalten und beide Schranken im Laufe der Traversierung des Vergleichsbaumes
kontinuierlich zu verbessern. Die Fahigkeit eines Abstandberechnungsverfahrens zu
jedem Zeitpunkt seiner Berechnung eine konservative Abschitzung der tatsdchlichen
Distanz angeben zu konnen, ist insbesondere im Rahmen von Echtzeitanwendungen
von grofler Bedeutung, wie wir in Abschnitt 3.9.3 erldutern werden.

3.9 Beschleunigungsansitze

In diesem Abschnitt wollen wir einige Konzepte vorstellen, die sich in Hinblick auf die
Beschleunigung des Branch-and-Bound-Verfahrens als effektiv erwiesen haben. Dabei
konnen wir konzeptionell unterscheiden zwischen solchen Anséitzen, die eine schnelle-
re Konvergenz von globaler oberer Abstandsschranke und tatsiichlichem Distanzwert bewirken
und Ansétzen, die eine Beschleunigung des Verfahrens durch Approximationslosungen
erzielen. Das sogenannte Reprisentantenkonzept ermoglicht, die globale obere Schranke
durch die Berechnung zusitzlicher lokaler oberer Schranken an den inneren Knoten des
Vergleichsbaums friithzeitig zu verringern. Das Caching-Prinzip dagegen liefert einen
guten Startwert fiir die obere Schranke, indem es temporére und geometrische Koha-
renz zwischen aufeinanderfolgenden Aufrufen der Abstandsberechnung ausnutzt. An-
schlieffend werden wir darstellen, wie die globale Greedy-Heuristik zur Berechnung von
Approximationslosungen eingesetzt werden kann. Sie unterscheidet sich von dem uni-
versellen Fehlerschranken-Verfahren durch die garantierte Einhaltung eines vorgegebenen
Zeitbudgets.

3.9.1 Das Reprasentantenkonzept

Die Effizienz des Branch-and-Bound-Verfahrens beruht auf der Moglichkeit, Objektei-
le frithzeitig von einer weiteren Betrachtung auszuschlieffen. Das Ausschlufskriterium
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Abbildung 3.34 Die Wirkungsweise des Reprédsentantenkonzept.

H(v1) H(v2) H(v1) H(v2)

obere Schranken durch Reprdsentanten ~ untere Schranken durch Hiillkérper

vergleicht dazu eine lokale untere Schranke fiir die Entfernung zweier Flichenmen-
gen mit der globalen oberen Schranke. Diese obere Schranke wird durch die exakten
Absténde von Flachenpaaren bestimmt, die wir berechnen, sobald wir im Rahmen der
Baumtraversierung ein Blatt des Vergleichsbaumes erreicht haben. Dies bedeutet, daf3
zundchst viele Wege von der Wurzel zu den Blittern des Vergleichsbaumes durchlau-
fen und somit zahlreiche innere Knoten betrachtet werden miissen, bevor eine obere
Schranke soweit verbessert ist, daf eine Vielzahl von Teilbdaumen ausgeschlossen wer-
den kann. Daher macht es Sinn, auch an den inneren Knoten des Baumes obere Schran-
ken zu bestimmen, die eine friihzeitige Konvergenz von globaler oberer Schranke und
tatsdchlichem Distanzwert ermoglichen.

Obere Schranken sind einfach zu finden, da jedes Punktepaar der beiden Korper ei-
ne solche Approximation des tatsachlichen Korperabstands liefert. Die Idee des Repra-
sentantenkonzepts besteht nun darin, fiir jeden inneren Knoten (v1,v;) des Vergleichs-
baumes eine Menge von Punktepaaren auszuwihlen, die eine ,gute” obere Schranke
fiir den Abstand der Flachenpaare F(v1) x F(v;) liefern. Dazu bestimmen wir eine
Menge von Punkten der Flaichenmenge F(v1) und F(v;), die den Knoten v bzw. v,
der Hiillkorperhierarchien D(K1) bzw. D(K;) zugrundeliegen. Diese reprédsentative
Punktemenge bezeichnen wir mit R(vy) bzw. R(v2). Betrachtet man die Punktepaare
aus R(v7) x R(v3), so stellen diese mogliche Kandidaten fiir die Berechnung einer loka-
len oberen Schranke dar.

Abbildung 3.34 verdeutlicht die Wirkungsweise des Reprédsentantenkonzeptes. Die
beiden grofien Kreise stellen die Hiillkorper H(vy) und H(v;) des Vergleichsbaumkno-
tens (v1,v2) dar. Darin eingeschlossen befinden dich die Hiillkorper der Kinderkno-
ten von vy und v, Fiir jedes Kinderknotenpaar (vii,v2;), 1,j = 1,2, konnen wir den
Abstand der Reprasentanten (Punkte in/auf den Kreisen) berechnen, der eine obere
Schranke fiir den gesamten Korperabstand darstellt. Die obere Schranke ist also nach
dieser Aktualisierung hochstens so grofs wie der minimale Reprasentantenabstand zwi-
schen Knoten v, und Knoten v;;. Da die Hiillkdrperabstdnde der Kinderknotenpaare
(vi1,v21), (vi1,v22) sowie (vi2,Vv22) einen grofieren Abstand der eingeschlossenen Fla-
chenmenge garantieren, wird die aktuelle obere Schranke durch eine Betrachtung der
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entsprechenden Teilbdume nicht verbessert werden. Einzig das Knotenpaar (v12,v21)
kann durch Vergleich von oberer und unterer Schranke nicht ausgeschlossen werden
und muf$ im Rahmen der Traversierung des Vergleichsbaumes betrachtet werden.

Die Auswahl der Reprédsentanten konnen wir in der Vorberechnungsphase, d.h.
beim Aufbau der Hiillkorperhierarchie durchfiihren. Ist ein Knoten v der Hiillkorper-
hierarchie erzeugt worden, so sind die drei Tragheitsachsen der Flichenmenge F(v),
namlich {d;, d, d3} bekannt. Wir erinnern uns, daf§ diese im Rahmen der Partitio-
nierung von F(v) als Alternative fiir die Bestimmung einer geeigneten Schnittebenen-
normalen herangezogen wurden. Als Repradsentanten von F(v) wihlen wir nun die
Extrempunkte der Flichenmenge entlang der drei Tragheitsachsen:

RV)C{peVm)[3il1<i<3:d{p= q?vig»] dig v dlp = qrggfi) diq}.
Die Teilmengenbeziehung erklart sich aufgrund der Tatsache, dafs die Extrempunkte
nicht zwangsldufig eindeutig sind, wir uns jedoch fiir jede Richtung d; auf einen Punkt
mit minimaler und einen mit maximaler d;-Projektion, 1 < i < 3, beschrdanken wollen.
Wir erhalten somit |[R(v)| < 6 Représentanten der Flachenmenge F(v).

Im folgenden wollen wir uns der Frage zuwenden, wie die lokale obere Schranke dg
an einem inneren Knoten (v1,v;) des Vergleichsbaumes bestimmt werden soll. Die na-
heliegendste Wahl von dr stellt das Abstandsminimum aller Punktepaare R(v1) x R(v3)
dar. Es ist jedoch einsichtig, dafy der Aufwand zur Berechnung von 36 Punktabstanden
in keinem Verhiltnis zu den Kosten der Hiillkorperabstandsberechnung steht. Die zu-
satzliche Investition in den Berechnungsaufwand an inneren Knoten rechtfertigt daher
nicht die erwartete schnellere Konvergenz von oberer Abstandsschranke und tatsach-
lichem Distanzwert. Aus diesem Grund haben wir uns fiir eine Vorgehensweise ent-
schieden, die jeweils einen Punkt pj € R(v7) sowie einen Punkt p5 € R(v,) bestimmt
und deren Abstand als lokale obere Schranke zuriickliefert. Unsere Hoffnung besteht
nun darin, das Punktepaar aus R(vy) x R(v2) mit geringster Distanz auszuwéahlen. Da
wir dies nicht dem Zufall iiberlassen wollen, verfolgen wir eine Heuristik, die zundchst
die Mittelpunkte c1,c, der beiden Hiillkdrper H(vq) und H(v;) betrachtet. Fiir alle
von uns vorgestellten Hiillkorpertypen haben wir einen solchen zentralen Punkt de-
finjert. Dies erlaubt uns den von H(v{) zu H(v;) gerichteten Verbindungsvektor der
Hiillkérpermittelpunkte, ¢ = ¢2 — ¢1 zu bestimmen. Zur Berechnung der lokalen obe-
ren Schranke dg wéhlen wir nun einen Représentanten aus R(v1) mit maximaler sowie
einen Punkt aus R(v;) mit minimaler Projektion auf den Vektor c:

dg = 8(p7,P3)
mit c¢'p} = max c'p, c'p5= min c'p,
P1ER(V1) P2ER(v2)

Da sowohl die Reprasentanten als auch die Hiillkorpermittelpunkte im Rahmen des
Hierarchieaufbaus bestimmt werden, miissen sie zum Zeitpunkt der Abstandsberech-
nung aktualisiert werden, um einen giiltigen Abstandswert liefern zu konnen. Dazu
geniigt es, die entsprechenden Vektoren in das Koordinatensystem von Korper K, zu
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transformieren. Trotz dieses Tricks sind die Aktualisierungskosten bei sechs Représen-
tanten inakzeptabel hoch, da mindestens 7 Matrix-Vektor-Multiplikationen durchge-
fiihrt werden miissen. Insgesamt wiren zur Bestimmung von p7] und p3 neben diesen
Matrix-Vektor-Multiplikationen 12 Skalarprodukte und 8 Vektoradditionen zu berech-
nen. Wir werden nun zeigen, daf} die Aktualisierungsoperationen nahezu vollstandig
umgangen werden konnen. Dazu betrachten wir die folgenden dquivalenten Optimie-
rungsprobleme:

(1) maxc'(p;—cy) minc'(p,—¢2) (2)
s.d. p1 € R(vq) s.d. p2 € R(v2)

Sei T; : x — Rix + t; die Bewegungsabbildung von Korper Kj, i=1,2, zum Zeitpunkt
der Abstandsberechnung, dann ist T: x — Rx + t, mit R := R£R1 und t := Rg(h — 1)
die Transformation, die einen Punkt aus dem Korperkoordinatensystem von Ky in das
System von K, iiberfiihrt. Unter Beriicksichtigung der notwendigen Aktualisierungen
entspricht der Term ¢! (p; — ¢1) dem folgenden Ausdruck:

[Racz +t2 — (Ryeq + ’f1)]T[R1p1 +t1 — (Riey + t1)]
= [Ryc2—Rycr— (t1— ’fz)]T [Rip7 —Ricq]
= [C] — RTC2 + R?(t] — tz)]TC1 — [C] — RTC2 + R?(t] — tz)]Tp1 .

Das Optimierungsproblem (1) ist somit dquivalent zu:

min [C] — RTCZ + R?(t] — tz)]Tp]
s.d. p1 € R(vq)

Auch das zweite Optimierungsproblem kann auf analoge Weise vereinfacht und dqui-
valent formuliert werden:

max [c;—Rer+ RI(t; — tz)]sz
s.d. p2 € R(vy)

Da die Ausdriicke RY(t; — t2), i = 1,2, unabhéngig von dem gerade besuchten Kno-
ten sind, konnen diese Werte fiir die gesamte Baumtraversierung vorberechnet werden.
Zur Bestimmung von dg sind somit nur noch 2 Matrix-Vektor-Multiplikationen, 12 Ska-
larprodukte sowie 4 Vektoradditionen auszuwerten.

3.9.2 Caching nahester Punkte

Im Rahmen der Dynamiksimulation, in der die Kollisionserkennung fiir die gesam-
te Bewegungsbahn des Korpers durchgefiihrt werden muf, kann zeitliche und geo-
metrische Kohédrenz zwischen den einzelnen Bewegungsschritten ausgenutzt werden.
Ein Zwischenspeichern (Caching) von Informationen, die die Kollisionserkennung im
nédchsten Zeitschritt beschleunigen, erlaubt eine amortisierte Kostenbetrachtung tiber

190



3.9 Beschleunigungsansétze

die Dauer der Simulation hinweg. Diese Vorgehensweise hat sich insbesondere fiir den
Spezialfall konvexer Polyeder bewéhrt (vgl. Abschnitt 2.6.4). Es stellt sich daher die
Frage, wie diese Idee zur Beschleunigung unseres Branch-and-Bound-Verfahrens ein-
gesetzt werden kann. Unter der Annahme, daf3 die relative Lage zweier Korper sich
in unmittelbar aufeinanderfolgenden Zeitschritten der Simulation nur geringfiigig dn-
dert, konnen wir davon ausgehen, daf8 das naheste Punktepaar aus dem vorangegan-
genen Bewegungsschritt sehr nahe am aktuellen Abstandsminimum liegt. Berechnen
wir deren Distanz vor dem ndchsten Aufruf des Branch-and-Bound-Verfahrens und in-
itialisieren die globale obere Schranke mit diesem Wert, so ist zu erhoffen, dafd dieser
bereits so dicht am aktuellen Abstandswert liegt, daf$ frithzeitig Objektteile als Liefe-
rant des nahesten Punktepaares ausgeschlossen werden konnen.

Die dem Konzept zugrunde liegende Annahme der zeitlichen/geometrischen Kohii-
renz, erscheint insbesondere in den folgenden Fillen gerechtfertigt:

e Falls die relative Bewegung des Korperpaares sehr gering ist und insbesondere
dann, wenn beide Kérper unbewegt sind.

¢ Falls die beiden Korper einander sehr nahe kommen und der Zeitschritt zwischen
aufeinanderfolgenden Aufrufen der Abstandsberechnung klein wird.

Die Caching-Technik ist somit immer dann effektiv, wenn der Simulationsschritt kei-
ne grofle Anderung des kinematischen Systems bewirkt. Sie kann daher als wichtiger
Schritt in Richtung der Anpassung des Berechnungsaufwands an den Berechnungsbe-
darf angesehen werden.

3.9.3 Approximative Abstandsinformation

In vielen Anwendungen von Dynamiksimulation spielt die Interaktion mit dem Benut-
zer eine entscheidende Rolle. Diese Tatsache impliziert Restriktionen, die die erlaubte
Dauer der Berechnungen betreffen. Im allgemeinen handelt es sich dabei um Echt-
zeitanforderungen, denen die einzelnen Komponenten des Simulationssystems gerecht
werden miissen. Laufzeitanalysen zeigen, dafs nahezu immer die Kollisionserkennung
den Flaschenhals innerhalb des Gesamtsystems bildet. Es ist daher wiinschenswert,
den Rechenzeitbedarf des Kollisionserkennungssystems iiber bewufte Einbufsen an Er-
gebnisqualitédt steuern zu konnen. Im allgemeinen kann man selbstverstandlich nicht
erwarten, die gleichen Informationen mit geringerem Berechnungsaufwand erzielen zu
konnen. Von aufierordentlichem Interesse sind daher approximative Verfahren, die in
der Lage sind, den Trade-Off zwischen Laufzeit und Qualitit der berechneten Information
wiedergeben zu konnen.

Im Rahmen eines solchen Approximationskonzepts mufS natiirlich sichergestellt
sein, dafs die Anforderungen anderer Komponenten, deren Berechnungen auf den Ab-
standsinformationen aufbauen, auch von den approximierten Distanzwerten erfiillt
werden. Wir betrachten daher zunichst die Anforderungen unseres Kollisionserken-
nungskonzepts an die Abstandsberechnung. Offensichtlich ist nicht jeder Abstands-
wert, der von der exakten Distanz abweicht, zur Berechnung unterer Kollisionszeit-
schranken verwertbar. Lediglich konservative Schranken fiir den minimalen Abstand
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der Korper stellen sicher, dafs die Verfahren zur Ermittlung des frithsten Kollisionszeit-
punktes tatsdchlich untere Schranken fiir diesen liefern. Jeder andere Abstandswert
tiihrt dagegen zu einer Kollisionszeitabschidtzung, die eine kollisionsfreie Bewegung
der beiden Korper nicht mehr garantieren kann. Wir werden im folgenden zwei Ver-
fahren vorstellen, die eine untere und somit zuldssige Abstandsschranke berechnen.

Die globale Greedy-Heuristik

Das triviale approximative Abstandsberechnungsverfahren, das bei Eintritt eines vor-
gegebenen Abbruchkriteriums die Baumtraversierung beendet und die bis zu diesem
Zeitpunkt gesammelten Abstandsinformationen zurtickliefert, erfiillt nur im Fall der
globalen Greedy-Heuristik aus Abschnitt 3.8.4 die Anforderungen des Kollisionserken-
nungskonzepts. Im selben Abschnitt haben wir gesehen, dafy mit Hilfe einer sortierten
Folge, in der die zu expandierenden Vergleichsbaumknoten entsprechend ihres Hiill-
korperabstands gespeichert werden, eine untere Schranke fiir den Abstand der beiden
Korper zu jedem Zeitpunkt der Baumdurchmusterung angegeben werden kann. Alle
anderen vorgestellten Traversierungsverfahren sind lediglich in der Lage, die aktuelle
obere Schranke als approximative Abstandsinformation zuriickzuliefern. Die Fahig-
keit der globalen Greedy-Heuristik, eine untere Abstandsschranke wahrend der Baum-
durchmusterung aufrechterhalten und kontinuierlich verbessern zu kénnen, rechtfer-
tigt den Einsatz einer komplexen Datenstruktur, wie Skiplist.

Mit der berechneten konservativen Distanzabschédtzung liefert sie nicht nur zulés-
sige Abstandsinformationen an das Kollisionserkennungssystem, sondern erlaubt zu-
sédtzlich die Formulierung plausibler Abbruchskriterien. Dabei unterscheiden wir kosten-
und giiteinduzierte Kriterien.

Das kosteninduzierte Verfahren

In Abschnitt 3.6.3 haben wir die Laufzeit der Abstandsberechnung durch die folgende
Funktion beschrieben:
C=npCp+ngCg+naCap.

Analysen des Laufzeitverhaltens von Hiillkorperabstandsberechnungen sowie Aktua-
lisierungsverfahren erlauben, die Koeffizienten Cp und Cx fiir die einzelnen Hiillkor-
pertypen zu bestimmen. Die Kosten Cg eines Elementartests sind dagegen unabhingig
von der Wahl des Hiillkorpertyps. Somit konnen wir Cp und Ca relativ zu Cg aus-
driicken: ¢cp := %—‘; und cp = g—g. Gibt man einen Schwellenwert ¢ abhédngig von der
zur Verfiigung stehenden Rechenzeit vor, so lautet das kosteninduzierte Abbruchskri-
terium:
NnpCp + Mg+ CANA > Cs .

Die Baumtraversierung bricht somit ab, falls das Laufzeitbudget durch die Zahl der
durchgefiihrten Hiillkorpertests, Elementartests sowie Aktualisierungsprozesse aufge-
braucht ist.

Das giiteinduzierte Verfahren

Wiéhrend das kosteninduzierte Kriterium sicherstellt, dafs ein vorgegebenes Zeitbudget
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nicht tiberschritten wird, soll das nun herzuleitende Abbruchkriterium die Einhaltung
einer a priori festgelegten relativen Fehlerschranke o garantieren. Bezeichnen wir wie
bisher die aktuelle untere Abstandsschranke mit d;, so kann das Kriterium folgender-

mafsen formuliert werden:
d(Kq,K2) —dy

KK

Dieses Kriterium ist jedoch zundchst nicht anwendbar, da 6(K1, K2) als zu approximie-
rende Grofle wahrend der Berechnung unbekannt ist. Wir miissen daher eine obere
Schranke fiir den relativen Approximationsfehler von d; bestimmen. Dazu verglei-
chen wir dy mit der aktuellen oberen Abstandsschranke d,,. Aufgrund der Beziehung
dy <8(Kq,K2) < dy gilt:

du—di  8(K1,K5) —dy

de 8Ky, K2)

Das folgende Abbruchkriterium, das vor jeder Expansion eines Vergleichsbaumknotens
tiberpriift wird, garantiert somit die Einhaltung der Fehlerschranke «:

dy

(3.21)

<«

Es gilt ndmlich aufgrund von 3.21:
(1= 0)8(Ks, K2) < di < 8(K4,K2) .

Das universelle Fehlerschrankenverfahren

Das im vorangegangen Abschnitt beschriebene approximative Abstandsberechnungs-
verfahren ist in der Lage, zu jedem Zeitpunkt der Vergleichsbaumtraversierung eine
untere Schranke fiir die Distanz der beiden Korper anzugeben. Mit Hilfe des kosten-
induzierten Abbruchkriteriums kann somit sichergestellt werden, daff die Berechnung
ein vorgegebenes Zeitlimit einhélt und das Ergebnis eine zuldssige Abstandsapproxi-
mation darstellt. Diese Abbruchtoleranz bezahlt man jedoch mit hoheren Laufzeitko-
sten durch den Einsatz einer komplexen Datenstruktur, der Skiplist.

Verzichtet man auf die Moglichkeit, maximale Berechnungszeiten garantieren zu
konnen, so lassen sich untere Abstandsschranken mit vorgegebener Approximations-
glite unabhédngig von der Wahl der Traversierungsstrategie berechnen. Analog zum gii-
teinduzierten Abbruchkriterium im vorangegangenen Abschnitt legen wir auch hier ei-
ne einzuhaltende relative Fehlerschranke « der Approximation zugrunde. Die Idee des
Verfahrens ist nun die folgende. Sobald wir einen exakten Abstandswert zwischen kon-
kreten Oberflichenelementen ermittelt haben, verkiirzen wir diesen um den Faktor «
und aktualisieren die globale obere Schranke analog zu unserer bisherigen Vorgehens-
weise, falls dies notwendig sein sollte. Durch den Vergleich der Hiillkorperabstinde
und der kiinstlich verringerten oberen Schranke ist das Branch-and-Bound-Verfahren
in der Lage, Teilbdume frither auszuschliefSen, als dies bei der Berechnung der exak-
ten Distanz moglich wére. Der Algorithmus liefert schliefSlich einen Distanzwert d,,,
der eine untere Abstandsschranke mit Approximationsfaktor « darstellt. Das folgende
Lemma verifiziert diese nicht ganz offensichtliche Behauptung.
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Lemma 3.16. Aktualisiert man die globale, obere Schranke d., des Branch-and-Bound-Verfah-
rens aus Abschnitt 3.3.4 mit den um den Faktor « verkiirzten lokalen oberen Schranken, so gilt
fiir den Wert d3, mit dem das Verfahren terminiert:

(1—a)5(Kq,K2) < dj, <8(Kq,K2).

Beweis. Das Reprédsentantenkonzept wollen wir an dieser Stelle nicht berticksichtigen,
da es im urspriinglichen Algorithmus keine Anwendung findet, sondern vielmehr als
Optimierungsalternative zu verstehen ist. Der Beweis kann jedoch leicht um diese Art
von lokalen Schranken ergdnzt werden. Somit erhélt man eine lokale obere Schranke
ausschliefSlich durch einen Elementartest zwischen dem Paar von Flachenmengen, das
durch einen besuchten Blattknoten des Vergleichsbaumes definiert wird. Bezeichnen
wir die Menge der Blattknoten (wj,w;), die im Rahmen der Baumdurchmusterung
betrachtet werden, mit W, so gilt:

d, = min (1 — oc)é(]-'(wﬂ,]—"(wz))
(w1 w2 )eEW
= (-« (W1Tvizr}ew6(f(w1)’ﬂW2)) (3.22)

> (1—«) min d(f1,12)
(f1,f2)EF 1 xF2

= (1—=0o)d(F1,F2) = (1 —a)d(K1,K2) .

Um zu zeigen, daf3 d, eine untere Abstandsschranke darstellt, miissen wir uns zu-
nédchst bewufst sein, dafs die Menge S, die die Wurzeln der ausgeschlossenen Teilbaume
umfafit, vereinigt mit der Menge W der tatsachlich besuchten Blattknoten eine Partition
der Flachenpaarmenge X = F1 x F, induziert, also

U Foxrr) u | Flw) x Flwy) = FEUFy, = Fi x Fa,
(vi,v2)€ES (w1 Wwa )eEW
mit Fg = Uy, v,)es F (V1) X F(va) und Fy, = Uy, o )jew F(W1) x F(wa).
Das Branch-and-Bound-Ausschlufikriterium impliziert nun:

dT,L < 6('7:(\)1))}—(\)2)) V(V],Vz) €S.

Vi,V2

Zusétzlich wissen wir aufgrund von 3.22:

Al =(1—«) min Jd(F(wq), Flwsy)).

b (Wi w2 )EW
Es gilt daher:
df, < min{ (Vmizr]lesé(.?(w),]-"(vz)), (mr)?vizr)lewé(]-"(w]),]—"(wz))}
= min{ " Tgi)relsx 5(fq,12), " %I]igwx 5(f1,fz)}
= min {5(fy,f2) | (f1,f2) € F§ UFy}
= min {8(f1,f2)| € F1 x Fa} = 8(F1,F2) =8(K1,K2),
woraus unsere Behauptung folgt. O
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Sowohl das kosteninduzierte, als auch das giiteinduzierte Kriterium stellen plau-
sible Abbruchkriterien da, deren Vor- und Nachteile sich komplementér gegentiber-
stehen. Das kosteninduzierte Verfahren garantiert die Einhaltung eines vorgegebenen
Rechenzeitbudgets, fiihrt jedoch zu Abstandsschranken, deren Approximationsgiiten
stark variieren konnen. An diesem Punkt setzt das giiteinduzierte Kriterium an, das
eine vorgegebene Approximationsgiite zwar garantieren, die Laufzeit des Abstandsbe-
rechnungsverfahrens jedoch nicht beschranken kann.
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4 Das Kollisionserkennungssystem

In diesem Kapitel wollen wir das statische Abstandsberechnungsverfahren aus Kapi-
tel 3 zu einer dynamischen Kollisionserkennung ausbauen. Eine allgemeine Vorgehens-
weise auf der Basis unterer Kollisionszeitschranken haben wir bereits in Abschnitt 2.6.3
vorgestellt. Die Umsetzung dieses Konzeptes soll nun im Detail beschrieben werden.
Neben der zentralen Problemstellung, der Bestimmung des frithstmoglichen Kollisi-
onszeitpunktes zweier Korper, steht die Beschreibung des Kollisionsheaps als Daten-
struktur zur Ablaufsteuerung der Kollisionstests im Mittelpunkt unserer Uberlegun-
gen.

4.1 Distanzfunktion und Kollisionszeitpunkt

In Kapitel 3 haben wir mit dem vorgestellten Abstandsberechnungsverfahren die
Grundlage des Kollisionserkennungsystems gelegt. Sofern die Bewegung zweier Kor-
per K1, K, innerhalb eines Zeitintervalls [to, t1] kollisionsfrei ist, sind wir in der Lage
die Distanzfunktion d(KCq,K,t) = 6(IC1(t),ICz(t)) zu jedem Zeitpunkt t € [to, t1] aus-
zuwerten. Falls die beiden Korper innerhalb des betrachteten Zeitintervalls kollidieren,
entspricht der gesuchte Kollisionszeitpunkt t. dem frithsten Zeitpunkt innerhalb des
Simulationsintervalls, an dem die Distanzfunktion den Wert 0 annimmt:

te :=inf {t € [to, t1] | d(K1,K2,t) =0} .

Wie wir bereits in Abschnitt 2.6.3 herausgestellt haben, gestattet die Abstandsberech-
nung, die Nullstelle von d konservativ und mit beliebiger Genauigkeit zu approximieren.
Konservativ bedeutet, dafs die Abstandsfunktion ausgehend von einer kollisionsfreien
Konfiguration der beiden Korper derart abgetastet wird, dafd keine Nullstelle tiberse-
hen werden kann.

Dadurch unterscheidet sich das Verfahren von den , klassischen” Ansétzen der dy-
namischen Kollisionserkennung. Diese approximieren den Kollisionszeitpunkt t. mit
Hilfe von Intervallunterteilung [Bar89]. Dabei wird das Intervall [to, t1], das den Zeit-
schritt zwischen einer kollisionsfreien (tp) und einer unfreien Konfiguration (t7) be-
schreibt, mittels Interpolation der jeweiligen Korperlagen in zwei Teilintervalle [to, t]]
und [t], t1] aufgespalten. Die Konfiguration zum Zeitpunkt t] bestimmt dabei, in wel-
chem der beiden Teilintervalle die Nullstellensuche fortgesetzt werden soll. Der Nach-
teil dieser Vorgehensweise wird in Abbildung 4.1 deutlich. Die Kollision zum Zeit-
punkt t/ kann bei dieser Vorgehensweise leicht iibersehen werden. Diese Aussage gilt
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4 Das Kollisionserkennungssystem

Abbildung 4.1 Ermittlung des frithstmdglichen t. durch konservative Approximation
der , frithsten” Nullstelle der Distanzfunktion.

insbesondere auch fiir solche Verfahren, die die relative Bewegungsbahn der beiden
Korper in festen Zeitschritten und auf der Basis statischer Kollisionstests abtasten.

Das von uns verwendete Verfahren umgeht dieses Problem, indem es sich bei der
Nullstellensuche ausgehend von positiven Distanzwerten immer dichter an den Kolli-
sionszeitpunkt t. herantastet, diesen jedoch niemals tiberschreitet. Dazu werden solan-
ge untere Schranken tq, t2,. .. t, fiir t. berechnet bis die Approximation t,, ausreichend
dicht an den tatsdchlichen Kollisionszeitpunkt heranreicht. Die Préazision, die der Be-
stimmung von t. zugrunde liegt, wird durch den Parameter e, > 0 beschrieben, so dafs
wir als approximativen Kollisionszeitpunkt £. den folgenden Wert erhalten:

te =inf {t € [to, t1] |0 < d(K1,K2,t) < ec} .

Abbildung 4.1 veranschaulicht die Vorgehensweise. Der entscheidenden Frage, ndm-
lich wie solche unteren Kollisionszeitschranken berechnet werden kdnnen, wollen wir
uns im folgenden zuwenden.

4.2 Untere Kollisionszeitschranken

Die Berechnung unterer Kollisionszeitschranken ist der Punkt, an dem geometrische
Informationen tiiber die Lage und den Abstand der beiden Korper mit Dynamikda-
ten wie Geschwindigkeit und Beschleunigung der Kérper kombiniert werden miissen.
Da unserer Simulation die Annahme zugrunde liegt, dafs die Kérper sich auf ballisti-
schen Bahnen zwischen zwei Kollisionszeitpunkten bewegen, benétigen wir neben der
geometrischen Information lediglich die aktuellen Geschwindigkeitsdaten der beiden
Objekte, um die Bewegung im Intervall [to, t1] verfolgen zu konnen. Unsere Aufgabe
besteht also darin, eine untere Schranke fiir den Zeitschrittt € [0, T/ mit T = t; — t; zu
finden, der to vom tatsdchlichen Kollisionszeitpunkt t. trennt.
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Dazu betrachten wir die Bahnkurve eines beliebigen Punktes x1 bzw. x; von K4
bzw. IC;. Diese kann folgendermafien parametrisiert werden:

t
xi(t) = J ui(t)dr i=1,2,
0

wobei u; = x; die Geschwindigkeit von Punkt x; bezeichnet.
Die relative Bewegungsbahn x(t) := x1(t)—x2(t) der beiden Punkte gentigt der Gleichung

t

x(t) = J (ui(t) —uy(1)) dr = J u(t)dr.

0 0

Der Vektor u := u; — u; heifst Relativgeschwindigkeit von x1 zu x;. Die Lange der Bewe-
gungskurve ist die sogenannte Bogenldnge L,(t), die sich folgendermafien bestimmt:

Lt)i= | et = | ).

Wir wollen zunichst ein hinreichendes Kriterium fiir die Kollisionsfreiheit einer Bewe-
gung innerhalb des Zeitintervalls [0, T] herleiten.

Lemma 4.1. Falls fiir zwei starre Korper K1, K3, die sich zum Zeitpunkt O nicht schneiden,
die folgende Bedingung erfiillt ist:

max I—X(T) < S(K:](O))’CZ(O)) y

X1 EIC] ,XzE/Cz
dann gilt fiir jeden Zeitpunkt t € [0, T]:
Kit)NKa(t)=0.

Beweis. Wir betrachten den Abstand zweier Punkte x1, x, der beiden Korper zum Zeit-
punkt t € [0, T]

[x1(t) =x2(t)]] = [[x1(t) = x1(0) + x1(0) — x2(0) +x2(0) — x2(t)
= [Ix1(0) =x2(0)]| — [x1(t) —x1(0) +x2(0) —x2(t) ||

= 8(x1(0),%x2(0)) — [[x(t) —x(0)]| .

Da die beiden Korper zum Zeitpunkt 0 kollisionsfrei waren, gilt & (x1 (0), Xz(O)) > 0.
Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt nun:

x(t) —x(0)]| = Lxm dr
t
< | Il ae
0
= Li(t) < 8(K1(0),K2(0)) < 8(x1(0),%x2(0)) .
Es gilt daher ||x;(t) — x2(t)|| > 0 und somit £C;(t) N K,(t) = 0. O
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Das Lemma zeigt eine Moglichkeit zur Berechnung unterer Kollisionszeitschran-
ken auf. Sei (x1,x2) ein Punktepaar mit x(t.) = 0, dann haben die beiden Punkte im
Intervall [0, t. — to] einen Weg der Mindestldnge & (IC 1(0), ICZ(O)) zurtickgelegt. Ermit-
telt man nun den kleinsten Zeitschritt t € [0, T], in dem die relative Bahnkurve eines
Punktepaares der beiden Korper diese Bogenldnge erreicht, so hat man eine untere Kol-
lisionszeitschranke gefunden. Dabei ist selbstverstandlich zu beachten, dafs ein solcher
Zeitschritt t € [0, T] nicht zwangsldufig existieren muf3, da sich die Kérper voneinander
entfernen oder gar mit gleicher Geschwindigkeit in dieselbe Richtung bewegen kon-
nen. Eine untere Kollisionszeitschranke t; zwischen K7 und K, fiir das Zeitintervall
[0, T] erftllt daher die folgende Bedingung:

tr <tp+inf {t e [0,T] ‘ Ly(t) = 5(/C](0),/C2(0), x1 € K1, %x2 € /Cz} .

Unter der Annahme ballistischer Bewegungsbahnen gilt fiir die Geschwindigkeit
eines beliebigen Punktes x; von Korper Kj, i = 1,2, aufgrund von 2.5 und 2.19:

ui(t) = wilt) + w(t) x ri(t)
= vi(0) + gt + wy(t) x ri(t) .

Dabei ist v; die lineare Geschwindigkeit des Massenzentrums c¢; und w; die Winkelge-
schwindigkeit von Korper i, 1 = 1, 2. Des weiteren bezeichnet r; := x; — ¢; den Vektor
vom Massenzentrum zu dem Punkt x; und g := (0, —g, 0)T, mit g = 9.81, den Beschleu-
nigungsvektor. Fiir die Relativgeschwindigkeit der beiden Korper u ergibt sich somit:

u(t) = wvi(t) —vat) + wi(t) x r1(t) — w2 (t) x r2(t)
= v1(0) —v2(0) + w1 (t) x r1(t) — wa(t) x r2(t)
= v(0) + wi(t) x T(t) — w2(t) x r2(t) .

Unter der Annahme, daf8 ||w;|| und ||ri| durch den Wert wi® bzw. "™, i = 1,2,
beschrankt werden konnen, 1d3t sich die Bogenldnge der Bewegungsbahn von x; und
x2 folgendermafien nach oben abschitzen:

rt

L(t) = . [u(T)]| dt

rt
< |, (V)| + w1 () x T9(T)|| + [Jwa(T) x T2(T)]) dT

rt
< (HV(O) Il + wﬁnaxrﬁnax 4 (UIZnaXT‘EnaX) dr
JO

= (VO] + WP 4 wBTE) @.1)

Dabei haben wir verwendet, dafs ||wi(T) x ri(7)|| < [Jawi(T)]|[[ri(T)||sin @ < wPrPax,
i=1,2, gilt.

Unterstellen wir weiter, daf8 die Bedingung ||ri|| = [[xi — ¢i|| < v fiir alle Punkte
xi € Ky, i=1,2, erfiillt ist, so besitzt Abschdtzung 4.1 Giiltigkeit fiir alle Punktepaare
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(x1,x2) der beiden Korper. Wir erhalten somit als untere Kollisionszeitschranke t; den
folgenden Wert:

5(K1(0),K2(0)
tL :: tO _l_ ”V(o]”+w1ir\axrr]nax+wrznaxrrznax

00 sonst .

falls [|v(0)]| + waxymax 4 gmax . pmax - 0

Die maximale Linge r™® des Vektors r wird durch den Randpunkt des Korpers
bestimmt, der die grofite Entfernung zum Massenschwerpunkt c besitzt. Dieser Punkt
kann bereits in der Vorberechnungsphase ermittelt werden. Als Korperradius erhalt
man somit:

M= max||lv—c| .
vey

Die Bestimmung von w™ erfordert dagegen weitergehende physikalische Uberle-

gungen. In der Arbeit von MIRTICH [Mir96b] wird eine solche Schranke fiir die Win-
kelgeschwindigkeit mit Hilfe eines Energieerhaltungsargumentes hergeleitet. Die Be-
trachtung ballistischer Bahnen stellt nimlich sicher, dafs die Rotationsenergie in einer
solchen Bewegungsphase konstant ist. Es gilt daher:

1
E= zwg(t)lgwg(t) = const ,

wobei das Superskript B anzeigt, dafd die Tragheitsmatrix Iz und der Winkelgeschwin-
digkeitsvektor wp = (W, Wy, w o) Tin Korperkoordinaten ausgedriickt sind.

Da I3 eine Diagonalmatrix mit Eintrdagen I, I, und I ist (vgl. Abschnitt 2.5.3), erhalten
Wir:

Loy (1) + Tywy (t)? + Lw,(t)? = 2E
=  min{l I, L} (wx(t)2 + Wy (1) + wz(t)z) <2E

2E

Y| <\ —F————.
@ ||w( )H —_ min{IX,Iy,IZ}

Diese Beobachtung liefert die gesuchte obere Schranke fiir die Winkelgeschwindigkeit
wihrend der ballistischen Bewegung:

oMax . 2E
‘ min{Iy, Ly, L}

Die Uberlegungen dieses Abschnittes fiihren zu Algorithmus 26, der eine untere Kolli-
sionszeitschranke fiir die Bewegung zweier Koérper wahrend eines vorgegebenen Zeit-
intervalls ermittelt.
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Algorithmus 26 Ein Algorithmus zur Bestimmung einer unteren Kollisionszeitschran-
ke.

Eingabe: Die beiden Korper Ky, K0z, d = 6(IC1 (to),lCz(to)) und das zu-
grunde liegende Zeitintervall [t, t1].
Ausgabe: Die untere Kollisionszeitschranke t; .
TOI(d, (K1, K2), to, t1)
(1) if [[v(to)| + WP 4+ W TP > 0
d

(2) tL — tO + Hv(to)H_’_wlir\axr\ir\ax_’_wrzr\axrrznax
3) if tp <ty

(4) return t|

(5) return co

4.3 Die Abtastung der Distanzfunktion mit Hilfe des
Kollisionsheaps

4.3.1 Der Zweikorperfall

Unsere Uberlegungen in den vorangegangenen Abschnitten erlauben, einen sehr einfa-
chen Algorithmus zur Kollisionserkennung zweier Korper K7 und K, zu formulieren.
Wie wir bereits in 4.1 erldutert haben, stellt das Verfahren sicher, daf3 keine Kollisi-
on tibersehen wird, da die frithste Nullstelle t. der Distanzfunktion ausgehend von
einer kollisionsfreien Konfiguration der beiden Korper mit Hilfe unterer Kollisionszeit-
schranken approximiert wird. Dazu wertet die Abstandsberechnung die Distanzfunk-
tion der beiden Korper zum aktuellen Zeitpunkt t; aus. Falls der ermittelte Abstand
5 (IC1 (ty), K2 (ti)) die Kollisionstoleranz ¢ . noch nicht unterschritten hat, bestimmen wir
ausgehend von den aktuellen Dynamikdaten die untere Kollisionszeitschranke ti1.
Diese identifiziert den friithsten Zeitpunkt, an dem eine Kollision zwischen K und K,
moglich ist. Wir kénnen nun den Dynamikzustand des Systems bis zum Zeitpunkt
ti41 fortschreiben und dabei sicher sein, dafs die Bewegungsbahnen der beiden Korper
im Intervall [t;, ti41] kollisionsfrei sind. Zum Zeitpunkt ti;1 kann diese Garantie nicht
mehr gegeben werden, so dafs eine erneute Auswertung der Distanzfunktion erforder-
lich ist.

Auf diese Weise tastet sich das Kollisionserkennungssystem immer dichter an den
tatsdchlichen Kollisionszeitpunkt t. heran. Wird schlielich der Schwellenwert ¢. von
dem aktuellen Abstandswert unterschritten, so liefert das System den aktuellen Zeit-
punkt als approximativen Kollisionszeitpunkt t. zuriick und 16st die Kollisionsauflo-
sung aus. Die von ihr berechneten Kollisionsimpulse verhindern eine Durchdringung
der beiden Korper, indem sie die Geschwindigkeiten der beteiligten Objekte unmit-
telbar andern und somit eine neue ballistische Bewegungsphase einleiten. Die Lange
dieser Phase muf3 dabei durch eine erneute Abtastung der Distanzfunktion bestimmt
werden. Algorithmus 27 konkretisiert diese Darstellung.
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Algorithmus 27 Ein Algorithmus zur Approximation der friihsten Nullstelle der Di-
stanzfunktion.

Eingabe: Die beiden Kérper K1, K, und das Zeitintervall [to, t1], das auf

eine Kollision von K7 und K5 hin untersucht werden soll.

Ausgabe: T =inf {t € [to,t1]]0 < d(K1,K2, 1) < ec}.

DISTFUNCROOT((K 1, K2), to, t1)

(1) if t1 < to

(2) return oo

(B)  d« 8(Kil(to), Kalto))

(4) while d > ¢,

(5) tp « TOI(d, (K4, KL2), to, t1)

(6) d — 5(Kq(tr), Ka(tr))

(7) return tp

Das vorgestellte Schema steht im Einklang mit der Intuition, dafd bei geringer wer-
dendem Abstand auch ,vorsichtiger” agiert werden mufS. Solange die Objekte weit
voneinander entfernt sind, konnen grofle Zeitintervalle ohne Abstandstests tiberbriickt
werden. Erst wenn die Objekte sich einander nidhern, haufen sich die durchzufiihren-
den Abstandsberechnungen.

4.3.2 Der n-Korperfall

Geht man nun von dem Problem der Kollisionserkennung zweier Korper zum allge-
meinen Fall, dem sogenannten n-body-collision-detection problem tiber, so ist ein Sche-
duling der O(n?) Abstandstests entsprechend ihrer Kollisionszeitschranken erforder-
lich. Mit Hilfe einer Prioritdtswarteschlange, die alle Objektpaare entsprechend ihres
frithsten Kollisionszeitpunktes ordnet, kann auf einfache Weise der nachste durchzu-
fiihrende Abstandstest ermittelt werden. Die Sortierung stellt dabei sicher, dafs der
Eintrag der Priorititswarteschlange mit kleinstem Schliissel das Korperpaar mit frith-
stem potentiellen Kollisionszeitpunkt identifiziert. Aufgrund ihrer Implementierung
bezeichnen wir die Datenstruktur im folgenden als Kollisionsheap.

In einem Kollisionserkennungsschritt wird nun der Eintrag mit kleinstem Schliis-
sel abgespalten und das entsprechende Korperpaar zur Abstandsberechnung weiterge-
reicht. Ist der ermittelte Distanzwert grofier e, so war die Kollisionszeitschranke nicht
scharf genug. Anhand der aktuellen Abstands- und Dynamikdaten kann der friihste
Kollisionszeitpunkt korrigiert und das Kérperpaar mit neuem Schliissel in den Kollisi-
onsheap eingefiigt werden. Falls der Abstand dagegen die ¢.-Toleranz unterschreitet,
so fithren die von der Kollisionsauflosung ermittelten Kollisionsimpulse zu einer un-
mittelbaren Anderung der kinematischen Eigenschaften der beiden Kollisionspartner.
Dies bedeutet jedoch, daf$ die Kollisionszeitschranken aller Kérperpaare, an denen die
kollidierenden Objekte beteiligt sind, ihre Giiltigkeit verloren haben. Wir erinnern uns,
daf} die Berechnung des friithsten Kollisionszeitpunktes auf der Annahme ballistischer
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und somit kollisionsfreier Bewegungsbahnen beruhen.

Eine Kollision 16st daher O(n) Abstandsberechnungen zur Aktualisierung des Kol-
lisionsheaps aus, wie aus Algorithmus 28 ersichtlich wird. H bezeichnet den Kollisi-
onsheap, auf dem die in Abschnitt 3.8.4 vorgestellten Operationen einer Prioritatswar-
teschlange durchgefiihrt werden konnen.

Algorithmus 28 Die Aktualisierung der Heapeintrage nach einer Kollision.

Eingabe: Die kollidierten Korper K, K, sowie das zugrunde liegende
Zeitintervall [to, t1].

UPDATEHEAP((K1, K3), to, t1)

(1) foreach [t, (IC1,IC)] € H

(2) d«— 5(Kq,K)

3) tp « TOI(d, (K1, K), o,t1)

(4) H. CHANGEKEY([ (K1,K)], tr)
(5)  foreach [t,(K3,K)] € H

7) ty « TOI(d, (K2,K), to, t1)

(8) H.CHANGEKEY([t, (K2, K)], tr)

) d « 8(K1,K2)
(10)  tp « TOI(d, (K4, K2),to, t1)
(11)  H.INSERT(tr, (K1, K2))

Dieser Aufwand kann jedoch unter Ausnutzung ridumlicher Kohirenz reduziert wer-
den, wie wir im ndchsten Abschnitt sehen werden.

4.3.3 Die Aktualisierung des Kollisionsheaps unter Ausnutzung rdaumlicher
Kohédrenz

Es gestaltet sich einfach, Beispiele zu konstruieren, in denen das naive O(n)-Aktualisie-
rungsverfahren die Kollisionserkennung in die Knie zwingt. Lafit man beispielsweise
eine Menge von Miinzen auf eine Ebene fallen, so steigt die Zahl der aufzulosenden
Kollisionen drastisch an, wenn die Miinzen beginnen, ihre endgiiltige Lage auf der
Ebene einzunehmen. Obwohl die Miinzen ausreichend weit voneinander entfernt sind,
muf$ nach jeder Kollision der Abstand der beiden Kollisionspartner zu allen anderen
Miinzen neu berechnet werden.

An dieser Stelle wird die Notwendigkeit der Ausnutzung rdumlicher Beziehungen
offensichtlich. Kollisionszeitschranken sollten lediglich zwischen solchen Korperpaa-
ren aktualisiert werden, deren raumliche Nihe eine Kollision innerhalb des niachsten
zu betrachtenden Zeitintervalls ermoglicht. Diese Idee wollen wir im folgenden prézi-
sieren.
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4.3.4 Lokalisation der Bewegungshiillkorper zur Identifkation naher
Objektpaare

Um die Zahl der Aktualisierungen und Abstandstests zwischen weit entfernten Kor-
perpaaren zu reduzieren, sollten nur solche Paare im Kollisionsheap gespeichert sein,
deren Bewegungsbahnen sich im zu betrachtenden Zeitintervall nahe kommen. Um
diese rdumlichen Beziehungen berticksichtigen zu konnen, bietet es sich an, die auf-
grund der Bewegung der Objekte iiberstrichenen Volumina (Swept-Volumes) miteinan-
der zu vergleichen. Eine einfache, jedoch sehr effiziente Methode besteht nun darin,
diese Swept-Volumes durch Hiillkorper zu tiberdecken und letztere im Raum zu lo-
kalisieren. Objekte sind in diesem Sinne innerhalb eines Zeitschritts ,nahe”, falls der
Abstand der beiden Bewegungshiillkorper einen Schwellenwert unterschreitet. Die not-
wendigen algorithmischen Voraussetzungen hierzu wurden bereits in Kapitel 3.7.6 ge-
legt.

In der Arbeit von LIN [Lin93] und MIRTICH [Mir97a] werden dhnliche Verfahren
zur rdumlichen Lokalisation der Bewegungsbahnen diskutiert. Auch sie beruhen auf
der Idee, Bewegungshiillkorper auf raumliche Nahe zu testen. Als Hiillkorpertyp wer-
den achsenorientierte Boxen (Iso-Boxen) eingesetzt, die die Objekte im betrachteten
Zeitintervall einschlieffen. Paare von Iso-Boxen, die tiberlappen, bestimmen die raum-
lich benachbarten Objektpaare. Die Verfahren mit denen diese Uberlappungen identi-
fiziert werden, wollen wir in Abschnitten 4.4.2 bis 4.4.6 beschreiben.

4.3.5 Einfiigen und Léschen von nahen Objektpaaren

Da wir nicht mehr alle Objektpaare im Kollisionsheap verwalten wollen, sondern ledig-
lich solche, die sich im ndchsten Simulationsschritt so nahe kommen, daf$ eine Kollision
nicht ausgeschlossen werden kann, miissen wir entscheiden, welche Paare in den Heap
aufzunehmen sind und welche aus diesem entfernt werden konnen. Hat die Simulation
das dynamische System bis zum Zeitpunkt t, entwickelt, so liefert die Kollisionszeit-
schranke t; des obersten Heapelementes die maximale Lange t; —to des ndchsten Simu-
lationsschrittes. Im Gegensatz zur bisherigen Vorgehensweise, in der dieser Wert die
exakte Lange des nidchsten Zeitschrittes definiert hat, konnen Objektpaare die erst fiir
das Intervall [tp, t1] in den Heap aufgenommen werden, den frithsten Kollisionszeit-
punkt zeitlich nach vorne verlegen. Dies wollen wir im folgenden erldutern. Mit Hilfe
der Swept-Volume-Technik ist es zundchst moglich, potentielle Kollisionskandidaten
fiir das Intervall [to, t1] zu identifizieren. Da es sich dabei um Paare handelt, die im
ndchsten Zeitschritt von dem Kollisionserkennungssystem beachtet werden miissen,
berechnen wir die jeweilige untere Kollisionszeitschranke und fiigen das Objektpaar
unter diesem Schliissel in den Heap ein. Es ist jedoch zu beachten, dafs die Einfii-
geoperation dem eigentlichen Simulationschritt, d.h. der Integration der ballistischen
Bewegungsbahnen vorausgehen mufs. Der Grund hierfiir ist, dafs moglicherweise ein
neu hinzukommender Kollisionskandidat das oberste Heapelement verdrangt und das
dynamische System daher nur bis zu dessen Kollisionszeitschranke t{ < t; entwickelt
werden darf. Die Lange des eigentlichen Simulationsschrittes kann also erst nach dem
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Einfiigen aller potentiellen Kollisionspaare festgelegt werden.

Da Objektpaare in den Kollisionsheap aufgenommen werden, wenn sie einander
nahe kommen, sollten sie selbstverstandlich auch wieder aus diesem geloscht werden,
sobald sie sich ausreichend weit voneinander entfernt haben. Um zu verhindern, daf3
Objektpaare nach ihrer Entfernung aus dem Heap sofort wieder aufgenommen werden
miissen, schlagt MIRTICH ein Hysteresis-Konzept vor. Ein Kollisionskandidat verbleibt
solange im Heap, bis er als oberstes Heapelement zur Abstandsberechnung herange-
zogen wird. Mit Hilfe des Tests auf raumliche Nahe tiberpriift man nun, ob das Objekt
mit einer korrigierten Kollisionszeitschranke im Heap behalten werden soll. Sind die
beiden Korper im ndchsten Zeitintervall nicht mehr nahe, so wird das Paar endgiiltig
aus dem Kollisionsheap entfernt.

Der Einsatz dieser Technik reduziert die Zahl der Objektpaare, die im Kollisions-
heap verwaltet und somit der Abstandsberechnung in unregelméafligen Zeitschritten
tibergeben werden auf diejenigen, die aufgrund ihrer Lage im Raum tatsdchlich als
Kollisionskandidaten in Frage kommen. Somit werden nach einer Kollision lediglich
die Kollisionszeitschranken zwischen den Korperpaaren aktualisiert, fiir die im néach-
sten Zeitschritt eine Kollision nicht ausgeschlossen werden kénnen.

4.4 Bestimmung iiberlappender Bewegungshiillkérper

Um auf effiziente Weise Aussagen {iiber die raumliche Nihe der Objektpaare innerhalb
eines Simulationsschrittes machen zu kénnen, wollen wir die durch die Bewegung der
Objekte tiberstrichenen Volumina in Hiillkorper einschlieflen. Als Hiillkorpertyp kon-
nen prinzipiell alle in Abschnitt 3.5.2 vorgestellten Primitive eingesetzt werden. Im
folgenden werden wir jedoch sehen, daf3 sich Iso-Boxen aufgrund der Einfachheit ihrer
Konstruktion sowie effizienter Uberlappungstests fiir diese Aufgabe empfehlen.

4.4.1 Die Konstruktion achsenorientierter Bewegungshiillkorper

Das Zeitintervall, das der Betrachtung zugrunde liegt, wird durch den aktuellen Zeit-
punkt tp und die Kollisionszeitschranke des obersten Kollisionsheapeintrags bestimmt.
Ausgehend von der geometrischen Lage und den Dynamikdaten eines Objektes zum
Zeitpunkt t ist die Iso-Box zu bestimmen, die das tiberstrichene Volumen des Objektes
im Intervall [tp, t;] umhiillt. Da die vollstindige Neuberechnung einer solchen achsen-
orientierten Box fiir jedes Objekt nach jedem durchgefiihrten Simulationsschritt unum-
ganglich ist, mufs der Aufwand zur Konstruktion des Bewegungshiillkorpers minimal
sein.

Betrachtet man lediglich den Massenschwerpunkt ¢ des Korpers, so lauft dieser un-
ter Annahme einer ballistischen Bewegung im Intervall [to, t{] auf einer Parabelbahn.
Diese gentigt der Gleichung

1
c(t) = c(to) +v(to)t + zat2 ,telto, i,
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4.4 Bestimmung tiberlappender Bewegungshiillkorper

wobei a = (0,—g,0)T den Beschleunigungsvektor bezeichnet. Um die Rotationsbewe-
gung des Korpers berticksichtigen zu konnen, legen wir eine Kugel mit Radius r™® um
den Massenschwerpunkt. Dabei ist 1™%, wie in 4.2 definiert, die Lange des Vektors von
¢ zu dem am weitesten entfernten Randpunkt des Korpers. Um die Bewegungsbahn
dieser Kugel und damit die des gesamten Objektes im zugrundeliegenden Zeitintervall
einschlieffen zu konnen, sind maximal drei Punkte zu berticksichtigen.

1. Die Lage des Massenschwerpunktes zu Beginn der Bewegung: c(to).
2. Die Endlage des Massenschwerpunktes: c(tr).

3. Der Hochpunkt der Parabelbahn in der der Gravitationswirkung entgegengesetz-
ten Richtung: c(vz(to)/g), falls va(to)/g € [to, til.

Die Koordinatenintervalle [d{nin, di"™], 1T < 1i < 3, der gesuchten Iso-Box konnen also
folgendermafien bestimmt werden:

dmin = _yMaX 4 mjin {cilto), cilt)}
gmax _  gmax | ) max {cilto), ci(t)} fallsi# 2 V va(to)/g ¢ [to, til;
' max {ci(to), ci(tr), ci(va(to)/g)} sonst.

Im Falle statischer bzw. ausschliefilich translatorisch bewegter Objekte kann der Bewe-
gungshiillkorper préziser berechnet werden, da hier keine Rotationsbewegung beach-
tet werden mufs.

4.4.2 Das naive Verfahren

Die Objektpaare, die innerhalb des betrachteten Zeitfensters als mogliche Kollisions-
paare zu beriicksichtigen sind, miissen durch einen Uberlappungstest der Bewegungs-
hiillkorper identifiziert werden. Da wir uns fiir achsenorientierte Boxen als Hiillkor-
pertyp entschieden haben, besteht die Aufgabe nun darin, alle Paare von sich schnei-
dender Iso-Boxen zu bestimmen. Es erscheint daher sinnvoll das Problem zunéchst fiir
ein einzelnes Paar von Boxen zu betrachten. Eine Iso-Box A = AABB(d™", d™), die
auf die drei Koordinatenachsen projiziert wird, liefert auf jeder Achse ein Intervall, das
die Ausdehnung der Box entlang dieser Achse angibt:

A=XxYxZ, mitX=I[dP" 4], Y =[dP" 4], Z = [d]", dP].
Fiir den Uberlappungstest erweist sich die folgende Beobachtung als hilfreich.

Beobachtung 6. Zwei achsenorientierte Boxen A; = AABB(@MM M), i = 1,2 schnei-
den sich genau dann, wenn ihre Projektion auf allen drei Koordinatenachsen tiberlap-
pen:

ATNA#D

XiNXog#DAYINY2#£D N Z1NZy#D

v]"l <] < 3 dmm [ 1'21';11'1) maX] \/ dmm [ r]r;m’ maX]

v)"] SJ S 3 dmln dmln dmax \/ dmm dmln < dlil’]}aX .

11y
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4 Das Kollisionserkennungssystem

Abbildung 4.2 Das 1D-Sweep-and-Prune-Verfahren.
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Setzt sich die zugrundeliegende Szene aus n Objekten zusammen, so tiberpriift der
naive Algorithmus alle Paare von achsenorientierten Boxen (A, Aj), 1 <1 <j < nauf
Uberlappung. Unsere Beobachtung liefert dazu einen effizienten elementaren Schnit-
test, mit dessen Hilfe alle Paare sich schneidender Bewegungshiillkrper in Zeit O(n?)
identifiziert werden kénnen.

4.4.3 Das 1D-Sweep-and-Prune-Verfahren

Im folgenden werden wir einen weiteren Algorithmus vorstellen, der das Uberlap-
pungsproblem auf eine Fragestellung im eindimensionalen Raum reduziert. Das so-
genannte 1D-Sweep-and-Prune-Verfahren von LIN [Lin93] findet die gesuchten Paare
sich schneidender Iso-Boxen anhand tiberlappender Intervalle auf allen drei Koordina-
tenachsen in ,erwarteter” Linearzeit. Wihrend das naive Verfahren den Intervalltest
tiir jedes AABB-Paar durchfiihrt, reduziert der Algorithmus von LIN die Zahl der Tests
durch eine gleichzeitige Betrachtung aller AABB-Projektionen auf die einzelnen Koor-
dinatenachsen. Das Verfahren verwendet dazu drei Listen L, L, und L, fiir jede Achse
und speichert in diesen die entsprechenden Intervallgrenzen der Iso-Boxen Ay, ..., Ay
ab. AnschliefSend werden die Koordinatenlisten aufsteigend sortiert, so dafs die tiberlap-
penden Paare von Iso-Boxen durch einmaliges Traversieren der Listen ermittelt werden
konnen. Abbildung 4.2 veranschaulicht das Konzept fiir den zweidimensionalen Fall.
In dem Beispiel sind die Listen L, und L bereits sortiert, so dafs die Intervalliiber-
lappungen auf der x- und y-Achse abgelesen werden koénnen. Offensichtlich liegt nur
zwischen A7 und A; ein nichtleerer Schnitt vor. Die Laufzeit des Verfahrens betragt
O(nlogn + c), wobei ¢ die Zahl der tiberlappenden Boxenpaare bezeichnet.
Unterstellt man temporare Kohédrenz aufgrund kleiner Objektbewegungen in zwei
aufeinanderfolgenden Zeitschritten, so werden sich die entsprechenden Koordinaten-
listen nur geringfligig unterscheiden. Eine solche anndhernd sortierte Liste kann mit
Hilfe von INSERTION SORT in Zeit O(e) aktualisiert werden. Dabei gibt e die Zahl der
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4.4 Bestimmung tiberlappender Bewegungshiillkorper

Abbildung 4.3 Eine ungiinstige Situation fiir das 1D-Sweep-and-Prune-Verfahen: Da
die Iso-Boxen auf der y-Achse sehr dicht zusammenliegen, konnen die Sortierungsko-
sten der Koordinatenlisten die worst-case-Komplexitét erreichen.

Y

As | A

Vertauschungen an, die im Rahmen des Sortierprozesses in der Liste L durchgefiihrt
werden. Aufgrund unserer Kohdrenzannahme konnen wir ey, e, und e, vernachlas-
sigen und eine lineare Laufzeit des Verfahrens erwarten. Ein weiterer positiver Ko-
hérenzeffekt bei der Verwendung von INSERTION SORT ist die Moglichkeit, die Menge
der Uberlappungspaare des letzten Zeitschrittes im Rahmen des Sortierprozesses anzu-
passen statt neu zu berechnen. Die gleichzeitige Aktualisierung und Sortierung einer
Liste geschieht dabei nach dem folgenden Schema. Ist die untere Intervallgrenze klei-
ner als die im letzten Zeitschritt, so fiihrt lediglich eine Vertauschung mit einer oberen
Intervallgrenze zu einem neuen Uberlappungspaar. Wird die Intervallgrenze dagegen
zum Ende der Liste hin verschoben, so dndert sich der Uberlappungsstatus in , tiberlap-
pungsfrei”, wenn eine Vertauschung mit einer oberen Intervallgrenze stattfindet. Die
Menge der Uberlappungspaare wird also um das an der Intervallvertauschung beteilig-
te Objektpaar reduziert. In Analogie zur Modifikation unterer Intervallgrenzen édndert
sich im Rahmen der Aktualisierung einer oberen Intervallgrenze der Uberlappungssta-
tus nur bei solchen Vertauschungsoperationen, an denen untere Intervallgrenzen be-
teiligt sind. Bei den Aktualisierungsoperationen ist die Reihenfolge der Grenzenmo-
difikationen zu beachten. Die Korrektheit der gerade beschriebenen Operationen zur
Anpassung der Uberlappungslisten ist nur dann gegeben, wenn stets die Bedingung
erfullt ist, dafs untere und obere Grenze ein nichtleeres Intervall bilden.

Offensichtlich eignet sich der Algorithmus besonders gut fiir Szenarien, in denen
die Iso-Boxen beziiglich der drei Koordinatenachsen gestreut liegen. Unterscheiden
sich dagegen die minimalen und maximalen Koordinaten aller AABBs entlang einer
Achse nur unwesentlich, so konnen die Sortierungskosten den worst-case von O(n?)
tatsdachlich erreichen, wie das Beispiel in Abbildung 4.3 andeutet. Aufgrund der extre-
men Dimensionsreduktion tritt dieses Problem selbst dann auf, wenn die Boxen ent-
lang der iibrigen Achsen gestreut liegen. Projiziert man die Iso-Boxen stattdessen auf
die Koordinatenebenen, so kann zumindest in letzterem Fall das worst-case-Verhalten
verhindert werden. Eine solche Vorgehensweise wollen wir im nidchsten Abschnitt be-
schreiben.
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4.4.4 Das 2D-Sweep-and-Prune-Verfahren

Fiihrt man das Uberlappungsproblem auf den zweidimensionalen Fall zuriick, so ist
eine Identifikation aller Boxenprojektionen erforderlich, die sich in zwei der drei Koor-
dinatenebenen schneiden (2D-Sweep-and-Prune). Mit Hilfe eines Sweep-Verfahrens kon-
nen alle tiberlappenden Iso-Boxen in Zeit O(n log n+ K) bestimmt werden, wobei K die
Zahl der tiberlappenden Rechtecke bezeichnet.

Projiziert man eine achsenorientierte Box auf eine der drei Koordinatenebenen,
so erhdlt man ein achsenorientiertes Rechteck. Zwei Iso-Boxen schneiden sich genau
dann, wenn sich ihre Projektionen in zwei Koordinatenebenen (0.B.d.A. in der xy- und
xz-Ebene) tiberlappen.

Beobachtung 7. Seien A; = AABB(d?m, di"™),1=1,2, zwei Iso-Boxen, so gilt:
ATNA#D — ny(Al) N 7Txy(AZ) #0 N (A1) N (Ag) #0.

Um die sich schneidenden Rechtecke effizient identifizieren zu konnen, verwen-
det LIN [Lin93] einen Intervallbaum, der alle Uberlappungen eines Anfrageintervalls in
Zeit O(nlogn + k) bestimmt, wobei k die Zahl der gefundenen Uberlappungen be-
schreibt. Das Verfahren geht nun folgendermafien vor. Im Falle einer Projektion auf
die xy-Ebene wihlt man zunéchst eine Sweep-Linie parallel zur y-Achse, die sich in
Richtung steigender x-Werte verschiebt. Die nichtfallend sortierten Projektionen der
Iso-Boxen auf die x-Achse liefern die Werte, an denen die Sweep-Linie anhalt. Trifft
man auf das erste (beziiglich des Sweeps) y-Intervall I7 (R;) eines Rechtecks Ry, so ent-
sprechen die y-Intervalle I¥(R;), die vom Intervallbaum als mit I7(R;) iiberlappend
gemeldet werden, Paaren von Rechtecken (R1, Ry), die sich in der xy-Ebene schneiden.
Das Intervall I‘f(Rﬂ wird anschlieffend in den Intervallbaum eingefiigt. Erreicht die
Sweep-Linie schlieB8lich das zweite y-Intervall I3(R;) von Ry, so muB das korrespon-
dierende Intervall I¥(R;) aus dem Baum entfernt werden. Fiir den Uberlappungstest
zwischen n Iso-Boxen ergibt sich somit eine Laufzeit von O(nlogn + K), wobei K die
Gesamtzahl der iiberlappenden Rechtecke bezeichnet.

4.4.5 Das statische Raumpartitionierungsverfahren

Eine andere Vorgehensweise zur Bestimmung der iiberlappenden Paare von Bewe-
gungshiillkorpern wird von MIRTICH in [Mir97a] vorgestellt. Das Verfahren basiert auf
einer Arbeit von OVERMARS zur Losung von Punktlokalisationsproblemen [Ove92].
Mit Hilfe einer Raumpartitionierungstechnik konnen die gesuchten Iso-Boxen-Paare in
erwarteter Zeit O(n + c) identifiziert werden, wobei c die Outputsensitivitdt des Algo-
rithmus’ wiederspiegelt (s.u.).

Das Prinzip der Raumpartitionierung findet in vielen Kollisionserkennungsansat-
zen Anwendung, um die ,all-pairs weakness”, die sich aus der notwendigen Betrach-
tung aller Objektpaare ergibt, in der Praxis zu mildern. Im Rahmen dieser Technik wird
der Raum, der die zugrunde liegende Szene enthilt, in sogenannte Voxels (fiir volume
elements) aufgeteilt. Ein Voxel oder Raumwiirfel ist ein quaderformiges Raumelement,
das nicht weiter unterteilt wird. Wie der Name Raumpartitionierung bereits andeutet,

210



4.4 Bestimmung tiberlappender Bewegungshiillkorper

Abbildung 4.4 Lokalisation von Iso-Boxen mit Hilfe einer uniformen Raumpartitionie-
rung.
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Ausschnitt einer Raumpartitionierung  Bestimmung der von der Iso-Box A
des R? mit Gitterweite p. geschnittenen Raumwiirfel.

tiberlappen sich die Voxel nicht und ihre Vereinigung liefert den gesamten Raumbe-
reich. Man unterscheidet im wesentlichen zwischen zwei Konzepten der Raumpartitio-
nierung: Techniken, die ausschliefilich Raumwrtiirfel gleicher GrofSe erlauben (uniforme
Raumpartitionierung) sowie Raumunterteilungen, deren Voxel in ihrer Grofse variieren
konnen. Das von MIRTICH modifizierte OVERMARS-Verfahren beruht auf uniformen
Raumaufteilungen, die in einer Hierarchie zunehmend verfeinerter Auflosungen abge-
legt sind. Auf diese Weise kann die Inflexibilitdt der uniformen Raumpartitionierung
beseitigt werden.

Definition 4.1. Unter einer Raumpartitionierung mit Gitterweite p verstehen wir die
folgende Abbildung, &, die jeden Punkt x des R3 einen durch das Tripel w =
(w1, w32, w3) € Z3 beschriebenen Raumwiirfel zuordnet:

RO 73

X1 Wi [x1/p]
x2| —  |wa| = |[x2/p]
X3 w3 [x3/p]

O

Ein Ausschnitt einer Raumpartitionierung ist im linken Teil von Abbildung 4.4 dar-
gestellt. Die Raumwiirfel, die von einer achsenorientierten Box A = AABB( dmin, gmax)
geschnitten werden, erhdlt man, indem man den Raumwdiirfel des Eckpunkts mit mi-
nimalen Koordinaten mit dem Voxel des Eckpunkts mit maximalem x-, y- und z-Wert
vergleicht.

Beobachtung 8. Sei &, die Abbildung, die die Raumpartitionierung der Gitterweite p
definiert, und seien w™in = £ (d™™") sowie WM = £ ,(d™**) die Raumwiirfel, in denen
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die Eckpunkte der Iso-Box A mit minimalen bzw. maximalen Koordinaten liegen. Dann
ergibt sich die von A geschnittene Voxelmenge als

Wo(A) = {w € Z* V1,1 <1< 3: wi™ <wi <wi'™}.

Der rechte Teil von Abbildung 4.4 verdeutlicht die Beobachtung fiir den zweidi-
mensionalen Fall.

Die Verwendung einer Hashtabelle gestattet nun auf effiziente Weise die Boxenpaare
zu identifizieren, die als Uberlappungskandidaten in Frage kommen. In dieser Tabelle
werden alle Raumwiirfel reprasentiert, die von mindestens einer Box geschnitten wer-
den. Dies sind lediglich endlich viele. Als Schliissel verwendet man dabei das Tripel
w, welches den geschnittenen Raumwiirfel charakterisiert. Wir nehmen an, daf} fiir
jede achsenorientierte Box A ein Verweis auf A in den durch W(A) indizierten Buckets
der Hashtabelle abgelegt ist. Betrachtet man nun die von einer beliebigen Anfragebox
A adressierten Hashbuckets, so entspricht die Menge der darin ,gespeicherten” Boxen
mit gleichem Schliissel wie A den Iso-Boxen, die sich einen Raumwiirfel mit A teilen.
Eine endgiiltige Entscheidung, ob diese Boxen die Anfragebox schneiden, liefert der im
Rahmen des naiven Verfahrens (vgl. Abschnitt 4.4.2) vorgestellte Uberlappungstest fiir
AABBs.

Als Hashfunktion haben wir in unserer Implementierung eine Darstellung des Tri-
pels W zur Basis 1000 gewahlt, die mittels einer mod-Operation auf den Adrefibereich
der Tabelle reduziert wird. Die Hashtabelle habe dabei die Grofe einer Primzahl p.

h:2z> = {0,....p—1}

3
w - (Z 1000"'w;) mod p .

i=1

Abbildung 4.5 verdeutlicht die Arbeitsweise der Hashtabelle. Die Paare (B, C) und
(C,D) werden durch die Tabelle als potentielle Uberlappungspaare identifiziert. Erst
durch den Schnittest zweier AABBs wird erkannt, dafs B und C sich tatsdchlich schnei-
den, wihrend C und D {iberlappungsfrei sind.

Der Erfolg des Verfahrens hangt sehr stark von der Wahl der Gitterweite p ab. Dabei
ist der folgende Trade-Off zu optimieren:

e Ist die Gitterweite klein, so sind die Aussagen iiber mogliche Uberlappungen
préazise. Auf der anderen Seite werden grofiere AABBs zahlreiche Raumwiirfel
schneiden und somit in vielen Buckets gespeichert. Dies wirkt sich insbesondere
in einem dynamischen Umfeld negativ aus, da nach jedem Zeitschritt die Lage
der Box innerhalb der Raumaufteilung aktualisiert werden mufs.

e Wihlt man die Gitterweite dagegen sehr grof3, so ist die Raumpartitionierung
eventuell nicht fein genug granuliert, um einen Grofdteil der Boxenpaare als
schnittfrei zu klassifizieren. Es miissen daher zu viele Paare von AABBs mittels
elementarer Schnittests auf Uberlappung gepriift werden.
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Abbildung 4.5 Lokalisation von Iso-Boxen mit Hilfe einer uniformen Raumpartitionie-
rung.
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4 Das Kollisionserkennungssystem

Abbildung 4.6 Beispiel fiir die Verwendung einer hierarchischen Raumpartitionierung
zum Nachweis der raumlichen Trennung von Iso-Box C und D.
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MIRTICH hat dieses Problem durch Einsatz einer hierarchischen Raumpartitionierung
gelost. ,Hierarchisch” bedeutet in diesem Kontext, dafs verschiedene Raumpartitionie-
rungen, die auf unterschiedlichen Gitterweiten beruhen, innerhalb der Datenstruktur
zur Verfiigung stehen. Auf diese Weise konnen Paare von Iso-Boxen je nach Bedarf un-
ter verschiedenen Auflosungen des Gitters auf Schnitt getestet werden. Abbildung 4.6
veranschaulicht die Idee an unserem Beispiel aus 4.5.

Zur Umsetzung dieses einfachen Konzeptes verwendet man mehrere Hashtabellen,
die die Lage der Boxen in Gittern verschiedener Weite p reprdsentieren. Die erforder-
lichen Auflosungen sind offensichtlich abhiangig von der Grofie der zu betrachtenden
Boxen. Daher definieren wir:

Definition 4.2 (Grofe einer achsenorientierten Box). Sei A = AABB(d™", d™) eine
achsenorientierte Box, dann verstehen wir unter der GrofSe von A, s(A ), den maximalen
Abstand zweier gegeniiberliegender Eckpunkte:

S(A) = [|d™ — @™
O

Jeder Box A ordnen wir nun eine Gitterweite p derart zu, dafs das Verhiltnis der
Grofle von A zu der Weite der Raumwiirfel durch zwei Konstanten « und 3, mit 0 <
o < Tund B > 1 nach oben und unten beschrankt ist. Wir suchen also fiir derart
vorgegebene Konstanten & und (3 eine Folge von Gitterweiten (p1, p2,. .., px), mit

p1>p2>...>pr >0, k>1,
so dafs fiir alle Iso-Boxen A der Szene eine natiirliche Zahl i, 1 < i5 < k, existiert, fiir

die gilt:
s(A)

in

o <

<B.
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Die gesuchten Gitterweiten konnen nun folgendermafsen ermittelt werden. Zunéchst
bestimmen wir die Box mit minimaler sowie maximaler Grofle. Bezeichnen wir die
beiden Werte mit smin bzw. smax, so konnen wir die kleinste Gitterweite festlegen:

. Smin
p1 = .
o
Somit gilt fiir alle Boxen A der Szene: « < (p ) — ZE:; o.. Als néchstes vergrofsern wir

die Gitterweite im Verhéltnis 3/x. Somit ergibt sich:

pi::Epi—l, 2<i<k
X

i i1
pi= <E> p1= <E> Smin
o o x

Die Zahl k wird schlieflich durch die Ausdehnung der grofiten Box definiert:

und insgesamt:

S
x < maxSB

Pr
S
= a< ——<B
<E> Smin
x x
e logp M <k <logp M 4
« Smin « Smin

Da wir die Zahl der Gitterweiten moglichst gering halten wollen, wihlen wir

k = [1ogﬁ Smﬂ (4.2)

« Smin

Definition 4.3 (Auflésung einer achsenorientierten Box). In einer durch « und 3 de-
finierten hierarchischen Raumpartitionierung versteht man unter der Auflosung einer
achsenorientierten Box, res(A), die kleinste natiirliche Zahl ia, 1 <1ia <k, fiir die gilt:
s(A)
Pia

x <

<B. (4.3)

O

Die Idee des Verfahrens von MIRTICH besteht nun darin, die Iso-Box A ausschliefs-
lich in der Hashtabelle mit Gitterweite p,.sa) Zu speichern, da die Auflésung dieser
Tabelle in sinnvollem Verhiltnis zu der Grofie von A steht. Wahlen wir o = % und
B =1, so bedeutet dies, dafs alle durch das Gitter vorgegebenen Raumwdirfel eine Wei-
te pres(a) besitzen, die zwischen s(A) und 2s(A) liegt. Da zwei achsenorientierte Boxen
Ajund A; verschiedene Auflésungen besitzen und somit in Hashtabellen unterschied-
licher Auflosung abgelegt sein konnen, mufs man ihre rdumliche Nihe in einer der
beiden Hashtabellen iiberpriifen. Es macht dabei Sinn, die kleinere Auflésung, d.h. die

Raumpartitionierung mit geringerer Gitterweite zu wahlen.
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Definition 4.4 (Uberlappungskandidat). Zwei achsenorientierte Boxen A und A hei-
Ben Uberlappungskandidat (A1, A;) , falls fiir res* = min {res(/h ), res(Az)} gilt:

Iwr e Wy (A1), w2 €W, L (A2) : Wy =w;
O

In diesem Fall ist die hierarchische Raumpartitionierung nicht in der Lage, die
Schnittfreiheit der beiden Boxen zu verifizieren, so daf man den in 4.4.2 vorgestellten
Uberlappungstest einsetzen muf, um eine endgiiltige Entscheidung treffen zu kénnen.
Aus diesem Grund interessieren wir uns fiir die Auflosungsschirfe der hierarchischen
Raumpartitionierung. Das folgende Lemma macht hierzu eine Aussage.

Lemma 4.2. Zwei Iso-Boxen Aq und A,, mit A1 N Az = 0 werden von der hierarchischen
Raumpartitionierung als schnittfrei identifiziert, falls fiir den Abstand der beiden Boxen gilt:

O(A1,Az) > %C\/gmax{s(/h),s(/\z)} .

Beweis. O.B.d.A. sei s(A1) > s(A3) und somit res(A7) < res(A;). Die beiden Boxen
werden als Uberlappungskandidat identifiziert, falls sie unter der Auflésung res* =
res(A1) einen Raumwiirfel gemeinsam besetzen. Die Seitenldnge dieses Voxels ent-
spricht der Gitterweite p,¢5(a,), 50 dafs der grofite Abstand zwischen zwei Punkten die-
ses Wiirfels ||pyes(a,)(1,1,1 )T = \/gpres( A,) betrdgt. Unter Berticksichtigung von 4.3
folgt fiir den maximalen Abstand eines Uberlappungskandidaten:

pres(A1)
§(A1,As) <
(A1,A2) SA7)

V3s(Aq) < &ﬁs(m).

O

Fiigt man die Iso-Boxen der Szene in der Reihenfolge nichtfallender Auflésungen in
die Datenstruktur ein, so erlauben die folgenden Tests, alle Uberlappungskandidaten
zu identifizieren. Bevor die Box A1 in der Tabelle mit Auflosung res(A1) gespeichert
wird, lokalisiert man A in allen Raumpartitionierungen geringerer Auflosung. Be-
findet sich in einem Hashbucket eine Box A;, die den gleichen Raumwiirfel wie A
schneidet, so wird das Paar (Aq, A;) als Uberlappungskandidat gemeldet. Gehen wir
im folgenden davon aus, daff unsere Tabellen auf der Technik des perfekten Haschings
beruhen, so kann man eine Aussage iiber die Zahl der beim Einftigen zu betrachtenden
Hashbuckets machen.

Lemma 4.3. Die Zahl der zu untersuchenden Hashbuckets beim Einfiigen einer Box in die
hierarchische Hashtabelle betrigt O <B3 log ﬁ) und ist somit konstant.

Beweis. Sei A die einzufiigende Box. Dann miissen wir A in allen Raumpartitionierun-
gen mit Auflosungen i, 1 < i < res(A), lokalisieren. Aus s(A) < Bpyesa), folgt, dafl
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4.4 Bestimmung tiberlappender Bewegungshiillkorper

A hochstens (B + 1)3 Raumwiirfel der Seitenlinge Pres(A) Schneiden kann. Fiir Auflo-
sungen i, T < 1 < res(A), kann diese Zahl nicht grofier sein, da die Gitterweite mit
abnehmender Auflésung zunimmt. Entsprechend unserer Konstruktion und Abschit-
zung 4.2 gilt nun:

res(A) <k = [logg Smax—‘ ,

Smin

so dafd wir hochstens

B+1)° [bgg Smﬂ-‘ =0 <B3logsnﬂ) i

« Smin Smin

Hashbuckets betrachten miissen. O

Somit kann die Laufzeit des Verfahrens folgendermafsen abgeschitzt werden:

Satz 4.4. Mit Hilfe der hierarchischen Hashtabelle kinnen die Uberlappungskandidaten einer
Szene mit n achsenorientierten Boxen in erwarteter Zeit O(n + c) bestimmt werden, wobei ¢
der Zahl der Uberlappungskandidaten entspricht.

Beweis. Nach Lemma 4.3 betrachtet man beim Einfiigen der Boxen O(n) Buckets. Fiir
jeden Bucket melden wir die ihm zugeteilten achsenorientierten Boxen als potentiellen
Uberlappungspartner. Unter Verwendung von perfektem Hashing sind dies, {iber alle
betrachteten Buckets gezahlt, gerade ¢ Boxenpaare. O

Die Uberlappungskandidaten miissen anschliefSend mit Hilfe des exakten Tests
aus 4.4.2 auf Schnitt gepriift werden. Da jeder dieser Elementartests konstante Zeit
kostet, konnen wir folgern:

Korollar 4.5. Das vorgestellte, erweiterte Raumpartitionierungsverfahren erlaubt alle
Paare von tiberlappenden Iso-Boxen in erwarteter Zeit O(n + c) zu identifizieren.

Die optimale Wahl von « und 3 gestaltet sich offensichtlich schwierig, wie die ge-
rade prédsentierten Ergebnisse zeigen:

o Je grofier %, desto weniger Tabellen werden benétigt, d.h. desto weniger Bo-
xenlokalisationen miissen beim Einfligen durchgefiihrt werden (vgl. Abscht-

zung 4.4.5).

o Je grofer « ist, d.h. je ndher « bei 1 liegt, desto besser ist die Auflosung der hier-
archischen Raumpartitionierung (vgl. Lemma 4.2).

o Je kleiner f3 ist, d.h. je ndher 3 bei 1 liegt, desto geringer ist die Zahl der Buckets,
die beim Einfiigen tiberpriift werden miissen (vgl. Lemma 4.3).
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4 Das Kollisionserkennungssystem
4.4.6 Das dynamische Koharenzhashingverfahren

Die Vorgehensweise, wie wir sie bisher vorgestellt haben, setzt voraus, daf$ alle Hash-
tabellen vor dem Einftigen der ersten Box leer sind. Somit mufs nach jedem Zeitschritt
die Datenstruktur in ihren Initialisierungszustand zuriickgesetzt und anschlieffend neu
aufgebaut werden. Wenn wir jedoch Kohdrenz zwischen zwei Probleminstanzen unter-
stellen, so ist ein grofier Teil der dabei durchgefiihrten Einfiige- und Loschoperationen
tiberfliissig. Liegt Kohdrenz vor, so konnen wir annehmen, daf$ sich weder die Grofse
noch die Lage einer Box im néchsten Zeitschritt gegeniiber der in der Datenstruktur
gespeicherten Situation wesentlich verandert hat. Dies ist selbstverstandlich insbeson-
dere dann gegeben, wenn Boxen statische Objekte reprasentieren. Im Kohérenzfall bie-
tet es sich daher an, lediglich die durch die aktuelle Boxenform und -lage verursachten
Anderungsoperationen vorzunehmen.

Um die Datenstruktur in diesem Sinne effizient aktualisieren zu konnen, schldgt
MIRTICH [Mir97a] die folgende Vorgehensweise vor. Man speichert den Verweis auf
eine Box A nicht mehr nur in der Tabelle mit Auflosung res(A), sondern zusitzlich
in allen Raumpartitionierungen kleinerer Auflosung. Des weiteren fithrt man einen
Zidhler c(Aq,A;) fiir jedes Boxenpaar (A7, A3) ein, der die Zahl der von A7 und A;
gemeinsam besetzten Raumwdirfel im Zeitablauf verfolgt. Dieser wird zu Beginn des
Verfahrens mit 0 initialisiert. Da die Datenstruktur vor dem ersten Zeitschritt leer ist,
konnen wir keine Kohdrenz ausnutzen. Daher verwenden wir zum Aufbau der Daten-
struktur sowie der damit einhergehenden Identifikation der Uberlappungskandidaten
das statische Hashingverfahren aus dem vorangegangenen Abschnitt. Der Unterschied
besteht neben der gerade erwdhnten Speicherung des AABB-Verweises in den Buckets
niedrigerer Auflosung, in der Inkrementierung des Zahlers c(A1, Az), falls A; und A,
in einem gemeinsamen Bucket der Auflésung min {res(A1),res(Az)} liegen. Bei den
Iso-Boxen-Paaren (A1, Az) mit c(A7,A2) > 0 handelt es sich gerade um die gesuchten
Uberlappungskandidaten. Mit Hilfe dieses Zihlers kénnen wir in den folgenden Zeit-
schritten durch einfache Inkrement- und Dekrementoperationen, die Paare von Boxen
bestimmen, die die Menge der Uberlappungskandidaten verlassen bzw. in die Menge
aufgenommen werden miissen.

Im Rahmen der Aktualisierung der Box A1 betrachten wir sukzessive die einzel-
nen Hashtabellen, beginnend mit der Tabelle der Auflosung res(A7). Wird A7 einem
neuen Bucket zugeordnet, so ist der Verweis auf A in diesem zu speichern. Des
weiteren muf? fiir jede, in diesem Bucket abgelegte Box A, der Zdhler c(A,A3) in-
krementiert werden, falls res(A{) = min {res(A1),res(Az)} gilt. Verlafst A; dagegen
einen Bucket des letzten Zeitschrittes, so wird der Zahler fiir alle Paare (A1, A,) mit
res(Aq) = min {res(A1),Tes(A2)} dekrementiert, da (A1, A,) innerhalb des Raumwiir-
fel als Uberlappungskandidat ausgeschlossen werden kann. Falls fiir eine betrachtete
Auflosung die von Aj geschnittenen Raumwiirfel mit denen des letzten Zeitschrittes
tibereinstimmen, konnen wir die Aktualisierung von A1 beenden, da sich die Zuord-
nung zu Raumwiirfeln auch in Tabellen niedrigerer Auflosung nicht gedndert haben
kann (Voxel haben groflere Seitenldnge). Offensichtlich kann durch diese Vorgehens-

218



4.4 Bestimmung tiberlappender Bewegungshiillkorper

weise die folgende Invariante aufrechterhalten werden:
(A7, A7) ist Uberlappungskandidat — c(A1,A2) >0.

Die Effizienz des Verfahren hdngt somit wesentlich davon ab, wie schnell die neu-
hinzukommenden bzw. zu l6schenden Bucketeintrage fiir eine Box A bei gegebener
Auflosung bestimmt werden konnen. Unsere Aufgabe konnen wir somit in zwei zu
16sende Teilprobleme zerlegen. Zundchst wollen wir die Verweise auf A aus den Hash-
buckets loschen, die mit Raumwiirfeln assoziiert sind, welche von A im nachsten Zeit-
schritt nicht mehr geschnitten werden. Anschlieffend sind Verweise auf A in allen
Buckets einzufiigen, die neu besetzten Voxeln entsprechen. Wir nehmen an, dafs die
zu aktualisierende Box A im letzten Zeitintervall die Voxel der Raumpartitionierung
mit Gitterweite p geschnitten hat, die durch o™ = ép(dmin) sowie oM™ = £,(d™™)
definiert sind. Die resultierende Menge W, (A ) bezeichnen wir im folgenden mit O. Es
gilt daher:

0:={WeZ|vi,1 <i<3: ol <w; < o™}

Fiir das nichste Zeitintervall wird die Box bei gleicher Auflosung folgendermaflen lo-
kalisiert:

Ni={WeZ?|Vi,1 <i<3:nl <w;<nf™}.

Die Vektoren o™ o™X gowie n™M und n™2* charakterisieren somit die Lage der Box
beziiglich einer Raumpartitionierung fester Auflésung in zwei aufeinanderfolgenden
Zeitschritten. Wir interessieren uns im Rahmen unserer Aufgabenstellung fiir zwei
Mengen von Raumwiirfeln. Dabei handelt es sich zum einen um die Menge der Voxel
D aus O, die von A im nédchsten Zeitschritt nicht mehr geschnitten werden:

D:=0\(0ONN)=0\K,

mitK=0nNN :{W€Z3Wi,1 <i1<3: k‘f‘ingwigkﬁf‘ax}.
Zum anderen miissen wir die Menge der Raumwiirfel I bestimmen, die im nachsten
Zeitschritt besetzt werden, bisher jedoch nicht geschnitten wurden:

I:=N\K.

Abbildung 4.7 verdeutlicht unsere Aufgabe im zweidimensionalen Fall. Die zu be-
stimmenden Mengen D und I sind in der Graphik schattiert gezeichnet. Wir wollen
zundchst die Menge K als dreidimensionales Intervall angeben:

K = [krlmn’kr]naX] % [krzmn’krznaX] > [kémn,kglax]
— [maX{Or]nin,nI]nin}, min{oﬁnax’nr]nax ] % [max{orznin,nrznin}’ min{orznax’nrznax ] %
[max{ognin, NN} min{oPx, ngai] .

Die Menge konnen wir nun als Vereinigung folgender Teilmengen Dy;, 1 < i,j < 3,
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4 Das Kollisionserkennungssystem

Abbildung 4.7 Die drei Mengen D, I und K, die durch Schnitt zweier quaderformiger
Raumwiirfelmengen O und N entstehen.

L | 1 /I
'

darstellen:
D” — [or1nm n,un{omax mm_ ]}] [ min Orznax] % [Ognm,orglax]
[Oglnln mm{o1 ax kmm 1}] [ min Orznax] % [Orsnm,orsnax]
D12 [max{or'm max + ]J) ox]nax] % [OEﬂm orznax] % [ogmn Olgnax]
— [max{oﬁmn kmax + ]}’ max] X [Orzmn Orznax] X [Orsnm’orénax]
D21 _ [ mm kmax] [ min mln{omax’ _ 1}] [ mm)orglax]
[kmm kmax] [ min mln{omax’ min ]}] [ mm) Ognax]
Dzz [kmln kmax] [max{omm max 1} max] [Orgmn Or3nax]
— [kmm kmax] [max{omm) max 1}’ max] [orgun O?ax]
1)31 _ [kmm kmax] [kmm kmax] [Ogmn mln{omax, min 1}]
[kmm kmax] [kmm kmax] [ min mln{omax, min __ ]}]
D32 [kmm kmax] [kmm kmax] [max{omm max 1} max]
— [kmm kmax] [kmln kmax] [max{omm) max + 1} Omax] .
Es gilt nun:

J Dy.

1<ij<3

Die Menge I = N \ K ergibt sich nun analog als
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mm min{n1 ax kmm o ]}] [ mm nlz‘nax] % [nrsmn Tlglax]
max(nf™ Ky 4 1, nf] x [0, g x [nf" ng=]
) )
[ min mm{nz ax kmln _ 1}} [ mm’ Tlgnax]
[ max(n3™, K3 4 1), g™ x [, n3™]
[kmm kmax] [“3 n,un{nmax) min __ ]}]
[

kmm kmax] [max{nmm, max + ‘I} nmax] .

min kmax]

kmm kma

kmln kmax

[
[
(k3
[kmm kmax
[ X
[

]
]
J x

Algorithmus 29 berechnet mit Hilfe der soeben formulierten dreidimensionalen In-
tervalle die Raumwdiirfel innerhalb der Raumpartitionierung vorgegebener Auflosung,
in denen ein Verweis auf A geldscht bzw. eingefiigt werden muf3.

Algorithmus 29 Ein Algorithmus zur Bestimmung der Mengen D und I.

Eingabe: Die Vektoren o™, 0™, nM" ynd n™, die die Mengen O
und N der in zwei aufeinanderfolgenden Zeitschritten besetzten Raum-
wiirfel beschreiben.

Ausgabe: Die Mengen D = O\ (ONN)und I =N\ (ONN).
VOXELUPDATESETS((0™", 0™aX)  (nmMin pmax))

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
7)
(8)
©)

(10)

D««20
[0
fori—1to3

kmln — max{omm nl{nm}
max max max
K — min{o"™, ni"®}
D« DyjUuDyp
I T 1Ulp
if kK > ke
return [D, I]

return [D, I]

Das dynamische Kohirenzhashingverfahren nach MIRTICH verzichtet auf die Uber-
priifung der Uberlappungskandidaten mit Hilfe eines exakten Schnittests. Es betrach-
tet daher alle Paare von Bewegungshiillkorpern als nahe, die im zugrundeliegenden
Zeitintervall einen gemeinsamen Raumwiirfel besetzen. Dies liefert den Algorithmus
CLOSEPAIRS (Algorithmus 30), der die Menge der Korperpaare bestimmt, die sich im
zu betrachtenden Zeitintervall nahe kommen und somit in den Kollisionsheap aufge-
nommen werden miissen. Mit T,, bezeichnen wir die Hashtabelle, die zur Boxenlokali-
sation innerhalb einer Raumpartitionierung der Gitterweite p;, 1 <1i < k herangezogen

wird. A4

= AABB(dT", A7) sowie A = AABB(dT"", d"®) seien die Bewegungshiill-

korper von K1 im letzten bzw. im nédchsten Zeitschritt.
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4 Das Kollisionserkennungssystem

Algorithmus 30 Ein Algorithmus zur Bestimmung der Korperpaare, die in den Heap
aufgenommen werden miissen.

Eingabe: Die Welt WV sowie das zu simulierende Zeitintervall [to, t1].
Ausgabe: Die Menge S der Korperpaare, die sich im Zeitintervall [to, t1]
nahe kommen, bisher jedoch als entfernt klassifiziert wurden.
CLOSEPAIRS(W, to, t1)

(1) foreach 7 e W

(2) A] — Ajq

(3) Ajq — AABB(K1,to,t1)

4) fori« res(A7) downto 1

(5) (Omm’ OmaX) — (‘(—:pi (aan)’ &pi (amax))
(6) (min, max) (£ (d™R), £, (A7) |
(7) [D, I] &« VOXELUPDATESETS((0™", o™aX) (n™n nmax))
(8) fD=0AI=0

) break

(10) foreach W € D

(11) Tpi[vv] — Tpi [VV] \{A1}

(12) foreach A; € T, [W]

(13) if res(Aq) < res(Ay)

(14) C(A],Az) — C(A],Az) —1
(15) if (q1,K) €S

(16) S S\ {(K1,K2)}

17) foreach W € |

(18) foreach A; € T, [W]

(19) if res(Aq) < res(A»)

(20) c(Aq1,As) —c(A1,A2) +1
(21) if C(A],Az) =1

(22) SFSU{(IC],/Cz)}

(23) Tpi [‘/\/] — Tpi [VV] U {A1}

(24) returnS

4.5 Die Simulationsschleife

Aus den bisherigen Uberlegungen ist offensichtlich geworden, dafl der vorgestellte
Kollisionserkennungsansatz den Ablauf der Simulationsschleife steuert. Die Abtastung
der Distanzfunktion liefert Zeitintervalle, in denen sich die zu simulierenden Korper
auf ballistischen Bewegungsbahnen und somit kollisionsfrei bewegen. Dies ist die Vor-
aussetzung, um das dynamische System durch Integration der Bewegungsgleichungen
zu simulieren. Jeder Schritt der Kollisionserkennung entspricht somit einem Simu-
lationsschritt, was wir bereits in Abschnitt 4.3.1 angedeutet haben. Dennoch wollen
wir an dieser Stelle das Konzept der Simulationssteuerung, das Bewegungsintegrati-
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on, Kollisionserkennung sowie Kollisionsauflosung in einen zeitlichen und logischen
Zusammenhang stellt, formalisieren. Algorithmus 31 skizziert den Ablauf der Simu-
lationsschleife. Dabei wird die Routine COLLISIONRESPONSE verwendet, die im Fall
einer Kollision zweier Korper K1, K, die Kollisionsimpulse berechnet, die eine Durch-
dringung der Kollisionspartner verhindern. Diese Impulse bewirken eine unmittelba-
re Geschwindigkeitsanderung von K7 und K3, so dafs sich beide Korper nach Auflo-
sung der Kollision wieder auf ballistischen Bewegungsbahnen befinden. Die Proze-
dur INTEGRATEDYNAMICSYSTEM fiihrt schliefdlich den eigentlichen Simulationsschritt
durch Integration der Bewegungsgleichungen aller Kérper durch. In jedem Simulati-
onsschritt wird das Koérperpaar, das den frithsten moglichen Kollisionszeitpunkt defi-
niert, aus dem Heap entfernt und einem Abstandstest unterzogen. Liegt eine Kollision
vor, da die ermittelte Distanz den Toleranzwert ¢. unterschritten hat, so miissen wir
die Kollision auflosen und anschliefiend die Schliissel der betroffenen Heapelemente
aktualisieren (vgl. 4.3.2 und 4.3.3). Liegt dagegen keine Kollision vor, so ist die Kolli-
sionszeitschranke von (K1, KCz) zu korrigieren und das Korperpaar unter dem aktua-
lisierten Schliissel in den Heap einzufiigen. Dabei ist jedoch das Hysteresis-Konzept
aus 4.3.5 zu beachten, welches sicherstellt, dafy nur solche Paare wieder in den Heap
aufgenommen werden, die sich im letzten Zeitschritt nahe waren. Um die Lange des
nichsten Simulationsschrittes zu bestimmen, wird wie in 4.3.5 erlautert, zunichst der
frithste Kollisionszeitpunkt t; aller Heapelemente betrachtet. AnschliefSend werden al-
le Korperpaare, die sich im Zeitintervall [to, t;] nahe kommen, jedoch noch nicht im
Heap représentiert sind, in diesen aufgenommen. Der friihste Kollisionszeitpunkt al-
ler im Intervall [ty, t{] nahen Korperpaare definiert das Ende t{ des nidchsten Simula-
tionsschrittes. Dieser wird schliefllich durch Integration der Bewegungsgleichungen
durchgefiihrt.

4.6 Zusammenfassung

Abbildung 4.8 veranschaulicht den Aufbau des Kollisionserkennungssystems sowie
die Kommunikation zwischen den Teilkomponenten. Um die Steuerungsfunktion der
Kollisionserkennung im Gesamtsystem zu verdeutlichen, ist zusdtzlich das Zusam-
menspiel mit den Modulen zur Kollisionsauflosung sowie zur Ermittlung und Ent-
wicklung des Dynamikzustandes dargestellt. Entsprechend unseren Uberlegungen in
Abschnitt 2.6.3 unterscheiden wir zwischen der narrow-phase-Kollisionserkennung und
der broad-phase-Komponente. Zur narrow-phase-Kollisionserkennung setzen wir das in
Kapitel 3 vorgestellte Abstandsberechnungsverfahren ein, das den Euklidischen Abstand
zweier Korper sowie ein nahestes Punktepaar als Zeugen des Abstandsminimums an
die broad-phase-Komponente weiterleitet. Die Distanzinformation erlaubt neben der
Beantwortung der statischen Kollisionserkennungsfrage die Bestimmung des friihsten
Kollisionszeitpunktes (KZP) zweier Korper, auf dessen Basis der Kollisionsheap (Ab-
schnitt 4.3) aufgebaut wird. Um nicht alle Koérperpaare der Simulation in der Daten-
struktur verwalten zu miissen, verwenden wir die hashingbasierte hierarchische Raumpar-
titionierungstechnik aus Abschnitt 4.4.6. Durch Lokalisation der Bewegungshiillkorper im
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Algorithmus 31 Die Steuerung des Simulationsablaufs durch die Kollisionserkennung.

Eingabe: Die Welt W sowie das zu simulierende Zeitintervall [t, t1].
SIMULATE(W, to, t1)

(1) repeat

(2) [tr, (K1, K2)] « H.DELMIN()

3) d + 8(K4,K2)

4) ifd<ec

(5) COLLISIONRESPONSE(K 1, K3)
(6) UPDATEHEAP((K1, K3), to, t1)
(7) elseif c(Aq,A2) >0

(8) tL « TOI(d, (K4, KL2), to, t1)
9) H.INSERT(t, (K1, K2))

(10) [tr, (K1,K2)] « H.DELMIN()

(11) S < CLOSEPAIRS(W, to, t1)

(12) foreach (K1,K,) € S

(13) d 5(’C1,/C2)

(14) t«— to+ TOI(d, (K1, K>2), to, t1)
(15) H.INSERT(t, (K1, K3))

(16) t{ ¢« min {H.MINKEY(), t1}

17) INTEGRATEDYNAMICSYSTEM (W, to, t{ )
(18) to tf_

(19)  untiltyg =t4

Raum konnen alle die Objektpaare identifiziert werden, die sich im nédchsten zu simu-
lierenden Zeitschritt nahe kommen. Die Simulation einer ballistischen Bewegungspha-
se, welche durch das Kollisionserkennungssystem ausgeldst und deren Lange durch
das oberste Element des Kollisionsheaps definiert wird, ist Aufgabe des Moduls zur
Entwicklung des Dynamikzustandes (Abschnitt 2.5). Diese Komponente liefert zudem
alle Kinematikdaten, die zur Abstandsberechnung, zur Bestimmung des friithsten Kol-
lisionszeitpunktes sowie im Rahmen der Konstruktion von Bewegungshiillkorpern be-
notigt werden. Das Kollisionserkennungssystem initiiert und terminiert jedoch nicht
nur die Berechnung der Bewegungsbahnen, sondern 16st selbstverstiandlich auch die
Kollisionsauflosung aus. Diese modifiziert den Dynamikzustand des zu simulierenden
Systems durch unmittelbare Anderung von linearer Geschwindigkeit und Winkelge-
schwindigkeit,
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Abbildung 4.8 Aufbau des Kollisionserkennungsystems.
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5 Die impulsbasierte Kollisionsauflosung

Die Uberlegungen aus Abschnitt 2.5 erlauben es, die Bewegung isolierter, starrer Kor-
per unter dem Einflu8 externer Krifte wie Gravitation zu simulieren. Der Ubergang
zum Mehrkorperproblem wirft jedoch neue Fragen auf, die sich aus den Interakti-
onsmoglichkeiten der Objekte des Systems ergeben. Das physikalische Modell, wel-
ches unserer Betrachtung zugrunde liegt, schliefit Anziehungskréfte aus, so dafS eine
Interaktion zwischen den beteiligten Korpern ausschliefSlich in Form von Kollisionen
stattfinden kann. Um das Verhalten des Systems vorauszusagen, ist es daher unbe-
dingt erforderlich, die Dynamik von Kollisionen zu untersuchen und ein Modell zu
entwickeln, welches den Einfluf3 der Kollision auf die Bewegungszustiande der betei-
ligten Objekte beschreibt. Die Komplexitit der Kontaktdynamik erzwingt dabei ge-
wisse vereinfachende Annahmen, so dafs ein Trade-Off zwischen Realititsnihe und
Echtzeitfahigkeit der Simulation aufbricht. In Abschnitt 2.2 haben wir verschiedene
Modelle und Simulationsparadigmen kennengelernt, die sich hinsichtlich dieser Kri-
terien positionieren lassen. Die impulsbasierte Methode, welche auf Arbeiten von
KELLER [Kel86] HAHN [Hah88] und STRONGE [Str90, Str91] beruht und von MIR-
TICH [MC95, Mir95, Mir96b] zusammengefiihrt und algorithmisch effizient aufgear-
beitet wurde, haben wir zum Gegenstand dieses Kapitels gemacht. Der grofse Anreiz,
diese Simulationsmethode zu verwenden, ergibt sich aus der Breite des Anwendungs-
spektrum, welches durch sie abgedeckt werden kann. Der Ansatz wurde daher im Rah-
men des SILVIA-Projektes implementiert und beziiglich Plausibilitdt sowie Eignung in
verschiedenen Szenarien studiert.

5.1 Das Kontaktmodell

Das Kontaktmodell, welches der impulsbasierten Simulation zugrunde liegt, basiert
auf folgenden Annahmen:

1. Infinitesimal kleine Kollisionszeit,
2. Strongesche Hypothese der Energieumwandlung,

3. Coulombsches Reibungsgesetz.

5.1.1 Infinitesimal kleine Kollisionszeit

Diese Annahme ist die modelltheoretische Rechtfertigung der Ermittlung von Impul-
sen statt Kontaktkraften als Reaktion auf die Kollision zweier starrer Korper. Betrach-
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

tet man ndmlich ein infinitesimal kleines Zeitintervall, dann haben alle auftretenden
Kontaktkrafte Impulscharakter, wahrend zeitunabhédngige Krifte wie z.B. Gravitation
ignoriert werden konnen. Des weiteren gestattet uns diese Annahme, die Position und
Orientierung der Kontaktpartner wéahrend der Kollision als konstant anzunehmen.

5.1.2 Strongesche Hypothese der Energieumwandlung

Wihrend der Kollision findet eine Energieumwandlung statt. Die kinetische Energie
der Kollisionspartner wird in der sogenannten Kompressionsphase durch Anregung in-
nerer Freiheitsgrade in den Korpern gespeichert. Nachdem der Zeitpunkt maximaler
Kompression erreicht ist, wird diese gespeicherte Energie in einem gewissen Umfang
wieder in kinetische Energie der Kontaktpartner umgewandelt. Ob nun die gesamte
aufgenommene Energie oder nur ein Teil davon in der sogenannten Riickstellungspha-
se an die Kontaktpartner zurtickgegeben wird, hdangt von der Art des Stofles ab. Man
spricht von elastischen Stofien, falls die gesamte kinetische Energie, die in innere Ener-
gie der Stofipartner umgewandelt wurde, am Ende des Stofies wieder auf beide Korper
verteilt wird. Andernfalls handelt es sich um einen inelastischen StofS, bei dem ein Teil
der kinetischen Energie beispielsweise in Form von Warme abgegeben wird. Ein wich-
tiger Spezialfall stellt der sogenannte plastische Stof§ dar, bei dem die gesamte wahrend
der Kompressionsphase gespeicherte Energie den Kollisionspartnern nicht mehr zu-
riickgegeben wird.

Da wir ausschliefilich starre Korper betrachten, die tiber keine inneren Freiheits-
grade verfiigen, fiihrt ein inelastischer Stofs zwangsldufig zu einem Energieverlust des
modellierten Systems. Somit gilt die Invariante, dafs die Gesamtenergie der Stofspartner
nach der Kollision nicht grofser sein kann, als sie es zu Beginn des Stofses war.

Um den Grad der Umwandlung von innerer in kinetischer Energie berticksichtigen
zu konnen, fithrt man eine Konstante e, den sogenannten Riickstellungskoeffizienten ein,
dessen Wert im Intervall [0, 1] liegt und abhédngig von den Materialeigenschaften der
Stoflpartner zu wahlen ist.

Die Strongesche Hypothese ist eine einfache Regel, die die Energieumwandlung wéh-
rend der Kollision beschreibt.

Vermutung 1 (STRONGE). Sei W, die Arbeit, die die Kollisionsimpulse wihrend der
Kollision in Kontaktrichtung verrichten. Dann gilt:

W(ts) = (1 = €*)Wiltme), (5.1)
wobei t der Endzeitpunkt der Kollision und t,. der Zeitpunkt maximaler Kompressi-
on ist.

Die Bedeutung der Hypothese von STRONGE liegt darin, daf3 sie das einzige Modell
in diesem Zusammenhang ist, fiir das man zeigen kann, dafs die oben beschriebene
Energieinvariante gilt.
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5.1.3 Coulombsches Reibungsgesetz

Jeder bewegter Korper wird durch Wechselwirkung mit seiner Umgebung gebremst.
Es treten bei der Bewegung Reibungskrifte auf, die seiner Bewegung entgegengerich-
tet sind. Der Einsatz von Reibungsmodellen ist daher unerlédfilich, wenn man das Kon-
taktverhalten konkreter Objekte realtititsgetreu simulieren will. Das Beispiel des Steh-
Auf-Kreisels in Abschnitt 6.2.1 oder des keltischen Wackelsteines aus 6.2.4 zeigt, daf3
bestimmte physikalische Phanomene ohne Beriicksichtigung von Kontaktreibung nicht
zu erkldren sind. Betrachtet man Reibung zwischen Festkorpern, so unterscheidet man
im allgemeinen zwischen Gleit-, Haft- und Rollreibung. Daher liegt der impulsbasierten
Methode das empirische Reibungsmodell von COULOMB zugrunde, welches im Fall von
Gleit- und Haftreibung Aussagen tiber die wirkenden Reibungskrifte trifft.

Vermutung 2 (Coulombsches Reibungsgesetz). Sei u die relative Kontaktpunktgeschwin-
digkeit von Korper 1 zu Korper 2. Desweiteren bezeichnen wir mit u; die Tangential-
komponente von u und mit iy den Einheitsvektor in diese Richtung. F,, und F; seien
die Normalen- bzw. Tangentialkomponenten der Kraft, die von Korper 2 auf Korper 1
ausgeiibt wird. Dann gilt:

ut #0 = F¢=—p||Fa|O, (5.2)
ur=0 = F <R, (5.3)

wobei p € [0, 1] den Reibungskoeffizienten bezeichnet.

Gleichung 5.2 beschreibt den Gleitreibungsfall (kinetische Reibung). Die Reibungs-
kraft ist demnach proportional zur Grofie der Kraft in Normalenrichtung, jedoch der
Gleitrichtung entgegengerichtet. Verschwindet die Relativgeschwindigkeit (statische
Reibung), wie in 5.3 beschrieben, dann tritt Haftreibung auf, welche die Tangentialkom-
ponente der dufleren Kraft kompensiert. Dies gilt natiirlich nur solange die Zugkraft
eine gewisse obere Grenze nicht tiberschreitet. Der Leser wird an dieser Stelle sicher
festgestellt haben, daf3 Rollreibung in dem Modell von COULOMB nicht betrachtet wird
und somit von unserer Simulation nicht beriicksichtigt werden kann. Da die Litera-
tur fiir dieses Problem ausschliefSlich ad-hoc-Losungen prasentiert, sehen wir in der
Entwicklung und Integration eines Rollreibungsmodells eine sinnvolle Erweiterungs-
moglichkeit der impulsbasierten Simulationsmethode.

5.2 Analyserahmen und Kollisionsidentifikation

Es wird sich im folgenden als niitzlich erweisen, die Kollisionsanalye in einem spezi-
ellen Koordinatensystem, dem sogenannten Kollisionskoordinatensystem durchzufiihren.
Das Kollisionskoordinatensystem ist dabei folgendermafSen definiert:

(i) Der Ursprung liegt im Kontaktpunkt.

(ii) Die z-Achse ist parallel zu dem Normalenvektor der Fldche, falls es sich um einen
Punkt-Flache-Kontakt handelt bzw. steht im Fall eines Kante-Kante-Kontaktes
senkrecht auf den Richtungsvektoren der beteiligten Kanten.
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

Abbildung 5.1 Die Kollision zweier Korper: Kollisionskoordinatensystem sowie ana-
lyserelevante Dynamikgrofsen.
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Die Wahl des Koordinatensystems definiert eine Kontaktebene, die von der x- und y-
Achse des Kollisionskoordinatensystems aufgespannt wird. In ihr kénnen wir die
Reibungskrifte auf einfache Weise analysieren. Die Kollisionsrichtung entspricht der
z-Achse, so dafs Kontaktkrifte stets in negativer z-Richtung wirken. Die Ausgangssi-
tuation der Kollisionsanalyse stellt sich somit wie in Abbildung 5.1 beschrieben dar.
Fiir Korper i, i = 1,2, sei m; die Masse und I; die Tragheitsmatrix, v; die lineare
bzw. w; die Winkelgeschwindigkeit. Der Vektor u; = v; + w; x r; gibt die absolute
Geschwindigkeit von Korper K, 1 = 1,2, im Kontaktpunkt an. Dabei bezeichnet v;
den Vektor vom Massenschwerpunkt zum Kontaktpunkt. Das Resultat der Impulsbe-
rechnung ist ein Vektor P, der den Impuls beschreibt, welchen Korper 2 tiber den Stof3
auf Korper 1 ausiibt. Aufgrund der Impulserhaltung gilt ferner, dafs —P als Impuls auf
Korper 2 tibertragen wird. Wir nehmen im folgenden an, daf alle betrachteten Gro-
Ben beziiglich dieses Kollisionskoordinatensystems ausgedriickt sind. Abbildung 5.2
gibt den charakteristischen zeitlichen Verlauf der relativen Kontaktpunktgeschwindig-
keit u, des Impuls p sowie der Kraft F im Kontaktpunkt wieder . Desweiteren ist die
Entwicklung der verrichteter Arbeit W in der Kontaktrichtung z dargestellt.

Wiéhrend eine Kollision in unserer physikalischen Betrachtungsweise keine zeitli-
che Ausdehnung hat, diirfen wir nicht tibersehen, dafS die primar auf geometrischen
Daten operierende Kollisionserkennung mit Toleranzen arbeitet und einen Kontakt erst
dann als beendet ansieht, wenn ein Korper die e.-Hiille des Kontaktpartners verlassen
hat. Dies bedeutet, dafs die Kollsionserkennung nicht in der Lage ist, bereits aufgeloste
Kollisionen von zu behandelnden Kontakten zu unterscheiden, solange die Korper sich
nicht ausreichend weit voneinander entfernt haben. Daher miissen wir unserem bishe-
rigen, rein geometrischen Kollisionsbegriff eine kinematische Forderung hinzuftigen.
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Abbildung 5.2 Der charakteristische Verlauf der zentralen Dynamikgroflen wéahrend
der Kollision.

Pz, f2

W,

Definition 5.1 (Kollision zweier Objekte). Seien IC1,/C; € W zwei Korper unserer
Simulation. K7 und K, kollidieren genau dann, wenn folgende Kriterien erfiillt sind:

(i) 8(K1,K2) < ecund
(i) &(Kq,K2) < 0.
(|

Wir wollen also nur solche geometrischen Kontakte durch Kollisionsimpulse auflo-
sen, fiir die gilt, dafs der Abstand zwischen den nahesten Punkte abnimmt.

Beobachtung 9. Sei (q1,q2) das naheste Punktepaar, c¢; der Massenschwerpunkt und
Ti = (; — ¢i der Vektor vom Massenschwerpunkt zum nahesten Punkt q; von Korper
Ki,1=1,2. Dann liegt eine Kollision vor, wenn

(i) die Abstandsberechnung einen Kontakt meldet und
(ii) die Relativgeschwindigkeit der nahesten Punkte negativ ist, d.h. wenn
U, = Vit Wi xr—va—wyxry <0 (5.4)

gilt.

5.3 Die Kollisionsgleichungen

In Abschnitt 2.5 haben wir beschrieben, wie sich starre Korper unter dem Einflufd von
Kréften verhalten. Die modelltheoretischen Annahmen der impulsbasierten Simulati-
onsmethode gestatten es, die Kollisionsanalyse auf lediglich zwei Krifte zu beschran-
ken, ndmlich die Kontaktkraft F,, sowie die Reibungskraft F;, die als Gesamtkraft F im
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

Kontaktpunkt angreifen und somit ein Drehmoment D induzieren. Ausgehend von
unseren allgemeinen Uberlegungen in 2.5 wissen wir, da} Korper 1 auf Korper 2 die
folgende Gesamtkraft und das folgende Drehmoment ausiibt.

F(t) = maq(t), (5.5)
D(t) = 71 xFt) =TLa(t)+ wi(t) x Law(t), (5.6)

wobei a; und «; die lineare bzw. Winkelbeschleunigung von Korper 1 bezeichnen.

Da im impulsbasierten Kollisionsmodell Inertialkrédfte vernachldssigt werden und
my, Iy und ry als konstant angenommen werden konnen, erhalten wir den linearen Im-
puls P sowie den Drehimpuls L den Korper 2 auf Korper 1 austibt, indem wir F(t) und
D(t) tiber die Kollisionsdauer t¢ integrieren. Da eine Impulsiibertragung ausschliefs-
lich im Kontaktpunkt stattfindet, entspricht der Gesamtimpuls P auf den Korper, dem
Impuls p im Kontaktpunkt.

te
P(t) — plt) = L F(1) dt = myAvs (tg) (5.7)
tr
(t) = Jo D(t)dt =11 x p(tf) = L1Aw(ty) . (5.8)

Es erscheint daher zundchst naheliegend, die Kollisionszeit t als Integrationspara-
meter zu wihlen und {iber die zeitliche Geschwindigkeitsanderung von Korper 1, den
auf ihn ausgetibten Impuls zu ermitteln. Da wir in unserem Modell jedoch von einer
infinitesimal kleinen Kollisionsdauer ausgehen, wird die zeitparametrisierte Geschwin-
digkeit zu einer unstetigen Funktion. Es ist somit offensichtlich, daf} die Kollisionszeit
ungeeignet ist, die Verdnderung der fiir unsere Berechnung relevanten Groffen wah-
rend der Kollision zu parametrisieren. In Abschnitt 5.5 werden wir das Problem der
Parameterwahl aufgreifen und verschiedene Grofien hinsichtlich ihrer Eignung als In-
tegrationsparameter diskutieren.

Zunichst wollen wir jedoch annehmen, wir hétten einen Parameter vy gefunden, der
die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) Strenge Monotonie in t.
(ii) Alle durch+y parametrisierten Grofien sind stetige Funktionen im Intervall [y, y+].

Dann kénnen wir unter Beriicksichtigung von 5.5 und 5.6 die Geschwindigkeitsdande-
rung von Korper 1 im Kontaktpunkt folgendermafsen darstellen:

Auq(y) = Avi(y) +Awq(y) x 17

= P+ [ rxop)] o
1
= [EErTI?WT]p(Y),
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wobei E die Einheitsmatrix und r;* die Kreuzproduktmatrix beziiglich r; ist. Analog
erhalt man fiir Korper 2:

1 _
Auy(y) = — [EE—TzXIz]“zX] p(y).

Betrachtet man nun die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit u(y) = wq(y) —uz(y),
dann ergibt sich eine lineare Beziehung zwischen dem auf Korper 1 ausgetibten Kolli-
sionsimpuls p und der Anderung von u.

Au(y) =Kp(y), (5.9)
wobei K := [(m% + miz) E— (i1 vy + 15 Ifrzx)} eine reelle 3 x 3 Matrix ist.
Satz 5.1 (Eigenschaften der Kollisionsmatrix). Fiir eine gegebene Kollision erfiillt die Kol-
lisionsmatrix K die folgenden Eigenschaften:
(i) Konstanz,

(i) Symmetrie,

(iii) Positiv-Definitheit,

(iv) Regularitit.
Beweis. Untersuchen wir die nachzuweisenden Eigenschaften in obiger Reihenfolge.

(i) Die Matrix ergibt sich aus den Massen, Tragheitsmatrizen und der relativen Lage
des jeweiligen Massenschwerpunkts zum Kontaktpunkt. Diese Grofien sind, wie
wir bereits oben erwihnt haben, in unserem Modell konstant.

(i) Sei A;:= —r I 'r fiiri = 1,2, dann gilt aufgrund der Symmetrie der Tragheits-
matrix I sowie der Schiefsymmetrie der Kreuzproduktmatrix r;*:

A=Al

und weiter
T 1 1 E
K = |:<—+—)E+A1—|—A2:| =K.
mq mp

Somit ist K symmetrisch.

(iii) Wir wollen zunéchst zeigen, daf3 xTAix > O fiirallex # 0 gilt, d.h. dafd A; positiv-
semidefinit ist.
Berticksichtigen wir, daf3 riX eine schiefsymmetrische Matrix ist, so sehen wir fiir

alle x # O:
xTAx = —xTrfI;1riXx
T _
"L (%)
= y'I'y  mity:=rx
> 0,
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da I; und somit auch I ! positiv-definit ist.
Die nachzuweisende Eigenschaft folgt nun unmittelbar aus:

1 1
xTKx = x! [(— + —) E+ A, —I—Az] X
my mp
1 1
= <— + — ) xTx+xTAx +xTAxx
my mp
~ —— S—
>0 >0 >0

> 0 fir allex #£ 0.

(iv) Die Regularititseigenschaft folgt unmittelbar aus (iii).
O

Im folgenden wird es sich gelegentlich als niitzlich erweisen, die Zeilenvektoren
von K mit ky, ky und k, zu bezeichnen.

Satz 5.2 (Kollisionsgleichungen). Wihrend einer durch vy parametrisierten Kollision stehen
die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit und der Kollisionsimpuls in folgender Beziehung:

—u = K— 1
" P (5.10)
d d

—p = K'—u. 11
dyp dyu (5.11)

Beweis. Berticksichtigen wir Resultat 5.9 sowie die Konstanz der Kollisionsmatrix K,
dann fiihrt Differentiation beztiglich v zur ersten Gleichung.
Die Invertierbarkeit von K liefert schliefdlich die zweite Beziehung. O

5.4 Kollisionsintegration

Die im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Kollisionsgleichungen stellen ein
wichtiges Ergebnis dar, da sie aufzeigen, wie der von uns gesuchte Kollisionsimpuls
berechnet werden kann. Dazu ist es lediglich notwendig, eine Beschreibung der Ande-
rung von u beziiglich des Kollisionsparameters y zu finden, die es uns erlaubt, u wéh-
rend der gesamten Kollision zu verfolgen. Da der Impuls p in einer linearen Beziehung
zur Anderung von u steht, konnen wir anhand von 5.11 zu jedem ,,Zeitpunkt“der Kol-
lision den bisher {ibertragenen Impuls ermitteln. Wir wollen also im folgenden tiberle-
gen, wie sich die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit wahrend der Kollision verhalt.

5.4.1 Integration von u in der Normalenrichtung

Betrachten wir zunédchst die Komponente von u in Normalenrichtung. Fiir jede Kol-
lision im physikalischen Sinne mufs gelten, daf$ bei Eintritt der Kollision u, < 0 ist,
d.h. daf$ die beiden Korper sich aufeinanderzu bewegt haben. Da die Kontaktkrafte
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eine Durchdringung verhindern, wird u, am Ende der Kollision nichtnegativ sein. Die
relative Kontaktpunktgeschwindigkeit in Normalenrichtung wird umso grofler sein, je
elastischer der Stoff war, d.h. je mehr gespeicherte Energie an die Korper zuriickgege-
ben wurde.

Der Ubergang zwischen der Kompressions- und der Riickstellungsphase ist fiir un-
sere Berechnung von grofier Bedeutung, da wir erst im Zeitpunkt maximaler Kompres-
sion mittels der Strongeschen Hypothese 5.1 den Endzeitpunkt der Kollisionsintegrati-
on festlegen konnen.

5.4.2 Integration von u in der Tangentialebene

Wenden wir uns nun der Frage zu, wie sich u in der Tangentialebene verhalten wird.
Die Anderung von u; wird bestimmt durch die wihrend der Kollision auftretenden
Reibungskrafte. Wir miissen daher eine Fallunterscheidung treffen, die sich an den
Einzelaussagen des Reibungsmodells orientiert.

Gleitbewegung

Die an der Kollision beteiligten Korper gleiten relativ zueinander, wenn die relative
Kontaktpunktgeschwindigkeit u nicht verschwindet.

Definition 5.2 (Gleitrichtung und Gleitvektor). Sei u; > 0 die relative Kontaktpunkt-
geschwindigkeit in der Tangentialebene zu einem festen Parameterwert wiahrend der
Kollision. Dann nennen wir den Winkel

0 = arctan(uy, uy)
relative Gleitrichtung von Korper 1 auf Korper 2. Als Gleitvektor beziiglich der Gleit-

richtung 0 fassen wir den Vektor £(0) auf, der folgendermafien definiert ist:

—HCOS(G) _liux/ u)2(+u}2J
§(0) ;= | —usin(0) | = _uuy/ u%+uﬁ

O

Lemma 5.3. Sei 0(vy) die relative Gleitrichtung wihrend der Kollision. Solange die Korper
relativ zueinander gleiten, gilt:

4
dy P

dt

(v) = E(G(v))Fz(v)E(v) - (5.12)

Beweis. Aufgrund der Monotonieeigenschaft des Kollisionsparameters gilt:
Sp) = S
oY) = Py,

- ij—;m .

(v)

237



5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

Dabei bezeichnet F(y) die wiahrend der Kollision wirkende Gesamtkraft, d.h. die Zeit-
ableitung des Kollisionsimpulses.
Nach dem Coulombschen Reibungsmodell gilt fiir den Gleitreibungsfall:

Fly) = —uFn V)||ﬁt+]: v

Damit folgt nun:

O

Satz 5.4 (Ableitung von u im Gleitreibungsfall). Gleiten zwei kollidierende Korper relativ
zueinander, d.h. ist uy > 0, dann lautet die Ableitung der relativen Kontaktpunktgeschwindig-
keit u beziiglich des Parameters vy folgendermaflen:

—HUy/y/uZ +ud

d dt dt
1
Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus 5.10 und 5.12. O

Durch Integration dieser nichtlinearen Differentialgleichung in Abhédngigkeit vom
Kollisionsparameter y konnen wir u in der Gleitphase verfolgen. Pfad A in Abbil-
dung 5.3 beschreibt beispielhaft die Verdanderung von u wahrend einer Kollision, die
vollstandig als Gleitbewegung erklart werden kann, d.h. wiahrend der die Reibungs-
kréfte nicht stark genug sind, um u verschwinden zu lassen.

Haftzustand

Die in 5.4 ermittelte Gleichung hat Giiltigkeit, solange die Kérper aneinander entlang-
gleiten. Diese Bedingung ist jedoch verletzt, wenn die relative Kontaktpunktgeschwin-
digkeit fiir einen Parameterwert y verschwindet. In Abbildung 5.3 bedeutet dies, daf3
u(y) auf der u,-Achse, der sogenannten Haftgeraden liegt.

Bleibt die Haftbedingung bis zum Endzeitpunkt der Kollision giiltig, dann be-
zeichnet man diesen Zustand als stabiles Haften. Dies bedeutet, daf8 u(y) die Haft-
gerade in Abbildung 5.3 wahrend der Kollision nicht mehr verlassen wird (Pfad C).
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5.4 Kollisionsintegration

Abbildung 5.3 Der Verlauf der relativen Kontaktpunktgeschwindigkeit fiir Kollisionen
mit unterschiedlich starken Reibungskriften.

Uy

Ebene
maximaler
Uy Kompression

B

starke Reibung | mittlere Reibung

I
Haftgerade 1 A
1 geringe Reibung

Die auftretenden Reibungskréfte sind jedoch nicht immer stark genug, die Haftbedin-
gung des Coulombschen Reibungsgesetzes 5.3 aufrechtzuerhalten (instabile Haftung).
In [BK94, BK96a, BK96b] sowie in [Mir96b] wird anhand eines rein algebraischem bzw.
eines eher geometrischem Beweises gezeigt, dafs im Fall instabiler Haftung die Rich-
tung {3, in der die Gleitbewegung fortgesetzt wird, durch die Kollisionsmatrix eindeu-
tig bestimmt und wéhrend der verbleibenden Kollisionsdauer konstant ist. Somit kann
die Integration von u beziiglich y mittels Gleichung 5.4 weitergefiihrt werden. Pfad
B beschreibt den Fall instabiler Haftung, in dem u(y) die Haftgerade in 3-Richtung
verlafst. Wir miissen also zwei Fragen beantworten

(i) Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, damit ein Verschwinden der relativen
Kontaktpunktgeschwindigkeit mit stabiler Haftung einhergeht?

(ii) Wie wird die Gleitbewegung im Fall instabiler Haftung fortgesetzt werden?
Wir wollen uns zunéchst Frage (i) zuwenden.

Lemma 5.5 (Monotonie von u, im Fall stabiler Haftung). Sei K die Kollisionsmatrix der
betrachteten Kollision, wihrend der im Parameterwert 7y stabile Haftung auftritt. Dann wichst
die Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt bis zu Ende der Kollision streng monoton, d.h.

du,
dy

(v) >0  fiirye[¥,ve).

Beweis. Im Fall stabiler Haftung verschwindet (du/dy)(y) fiir y € [¥,v¢), d.h. die Re-
lativgeschwindigkeit in der Tangentialebene bleibt im weiteren Kollisionsverlauf un-
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verdndert. Somit kann die Kollisionsgleichung 5.11 weiter vereinfacht werden.

d 4 d
et - K1 -
d’yph/) dyu(y)
0
= K! 0
duz ()
Somit gilt:
dp. _pdu,
—= =K —(v).
dy (v) 33 dy (v)

Die inverse Kollisionsmatrix kann folgendermafien dargestellt werden:

-1 _ (ld(K)
K= det(K)’

wobei ad(K) die adjungierte Matrix zu K ist.

Somit gilt fiir K33
_y _ det (K33))
33 det(K) °’

wobei K(33) die Matrix ist, die aus K durch Loschen der dritten Zeile und Spalte her-
vorgeht.

K33 ist als Hauptuntermatrix von K ebenfalls positiv-definit, so dafs det (K(3>3)) >0
und weiter K;; > 0 gilt.

Aus obiger Beziehung folgt daher:

duz( ) = L%( )
dy " K3 dv Y

— LR (5.14)

da die Kontaktkrifte im Intervall [ys,v¢) positiv sind und der Kollisionsparameter y
die Monotonieeigenschaft erfiillt. O

Satz 5.6 (Stabile Haftung). Sei K die Kollisionsmatrix der betrachteten Kollision. Die Rei-
bungskrifte konnen die Haftung bis zum Ende der Kollision genau dann aufrechterhalten, wenn

gilt:
(kid) + (k) = w2 (k) (515

wobei Ky 1 den Eintrag (1,7) der inversen Kollisionsmatrix K~ bezeichnet.
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5.4 Kollisionsintegration

Beweis. Sei’y der Parameterwert, fiir den gilt, dafy u¢(y) verschwindet und sei F(y) die
Gesamtkraft, die auf Korper 1 im Parameterwert ¥ wirkt. Nach dem Coulombschen
Reibungsgesetz 5.3 gilt nun:

IF(¥)]] < ul[Fn(¥)]|
= R+ FRyF)? < Wi v)?

dpx 17, [dpy 17 _ 2[dp.,_.]°
R EGECE

Multipliziert man obige Gleichung mit (dt/dy)(y), dann erhdlt man:
dpx 2 dpy 2 2| dpz 2
_rx —ry < _rz .
[ dy (v)] + [ dy Y| <wu ay (¥)
Unter Verwendung von 5.11 1463t sich die Ungleichung folgendermafsen darstellen:
du 2 du 2 du 2
—au _ -1 o 2 ™|
] g Em)] e  Ew)
Ist die Haftung stabil, dann verschwindet (du/dy), so daf$ gilt:

2 2 2
[KT;%W)] +[K53‘ ‘i{j(ﬂ <2 [K—1 d“"m] .

Lemma 5.5 erlaubt schliefdlich die Division der Ungleichung durch (du./dy)(y), womit
unsere Behauptung bewiesen ist. O

Die Problematik von Frage (ii) ergibt sich unmittelbar aus der Aussage des Cou-
lombschen Reibungsgesetzes fiir den Haftreibungsfall 5.3. Das Gesetz erlaubt lediglich
die Reibungskraft nach oben abzuschétzen, so dafs diese durch unser Modell nicht voll-
standig bestimmt ist. Die Antwort auf Frage (ii) erfordert daher eine weitergehende
Analyse und Interpretation der Kollisionsgleichungen im Gleit- und Haftreibungsfall,
weswegen wir dem Leser das Studium der Arbeiten von MIRTICH [Mir96b] und BHATT
und KOECHLING [BK94, BK96a, BK96b] empfehlen. Die zentralen Ergebnisse wollen
wir jedoch aus Griinden der Vollstandigkeit vorstellen.

Definition 5.3 (Strahlen konstanter Gleitrichtung). Zeigt der Vektor der relativen
Kontaktpunktgeschwindigkeit u sowie dessen Ableitung % in die gleiche bzw. ent-
gegengesetzte Richtung, dann nennen wir den durch 6 = arctan(uy, uy) definierten

Ursprungsstrahl einen Strahl konstanter Gleitrichtung.

dLLy duy
dy » dy

Divergenzstrahl. O

Gilt im speziellen arctan ( ) = 0, so sprechen wir von einem sogenannten

In der Arbeit von MIRTICH werden die folgenden Aussagen bewiesen, die wir an
dieser Stelle zu einem Satz zusammengefafst haben.
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

Satz 5.7 (Eindeutigkeit des Divergenzstrahls). Im Falle stabiler Haftung gibt es keine
Divergenzstrahlen. Ist die Haftung dagegen instabil, dann existiert genau ein Divergenzstrahl,
der durch den Winkel (3 mit folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt ist.

(i) (0 x (du/dy))(B)=0 <=
(Ky1 — Ki2)pcos B sin 3 + Kup(sin2 B —cos?P)+ Kzrcosp —Kizsinp =0

(i) (A7 (du/dy))(B) >0 <
—Kjincos p — Kzzpsin2 p —2Kqucos psin B 4+ Kszzsin 3 + Kyzcosfp >0

Durch Anwendung der Substitution t := tan (%) kann die Sinus- und Cosinus-

funktion aus (i) und (ii) eliminiert werden. Die beiden Kriterien aus Satz 5.7 lauten
nun:

(i) (Kiop+ Ka2)t? + 2[(Kyp — Koz)p 4 Kiz 3 — 6Kqppt? + 2[(Kozp — Kqp) e+ Kyz]t +
(Ky2p —K32) =0

(i) —(Kiz 4+ Kypp)t* + (2K32 + 4K2p)t3 + w(2Kqq — 4K22)t? + (2K32 — 4Kpop)t+
(K13 —Kqp) >0

Den gesuchten Winkel erhdlt man durch Riicksubstitution des Wertes t*, der Bedin-
gung (i) und (ii") erfiillt.

5.4.3 Integration von W, — Anwendung der Strongeschen Hypothese

Eine offengebliebene Frage im Kontext der Kollisionsintegration ist die Bestimmung
des Endzeitpunkts der Kollision. Wie wir bereits in 5.1.2 erwdhnt haben, wollen wir
hierzu eine einfache Regel, die sogenannte Strongesche Hypothese heranziehen, wel-
che die von der Kollisionsgesamtkraft an den beiden Korpern verrichtete Arbeit in
Normalenrichtung im Endzeitpunkt der Kollision sowie im Zeitpunkt maximaler Kom-
pression zueinander in Beziehung setzt.

Im Zeitintervall [0, t¢] verrichtet die Kollisionskraft an Kérper 1 im Kontaktpunkt
die folgende Arbeit (dabei nehmen wir an, dafs nahester Punkt q; und Kontaktpunkt

zusammenfallen):
te

Wa(tg) = L Fa(t)d, () dt.

Parametrisiert man die Kollision mit einem geeigneten Integrationsparameter v, so er-
hélt man die von dem Kollisionsimpuls an Korper 1 verrichtete Arbeit als

Yt dt
Walye) = J Ry dy

Analog gilt fiir Korper 2:
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5.4 Kollisionsintegration

Somit erhalten wir die Gesamtarbeit in Normalenrichtung, welche die Kollisionsimpul-
se an den beiden Koérpern verrichten als

Yi 4 2
Walyo) = | Frwmdy, (516)

sowie ihre Ableitung zu einem beliebigen Parameterwert y:

dw, o dp.
dy (v) = dyuz(v)
= Sy (5.17)
dy

Diese Gleichung erlaubt uns, die von den Kollisionsimpulsen verrichtete Arbeit wéh-
rend der Kollision mittels numerischer Integration zu berechnen.

Da wir neben W, auch u, verfolgen, konnen wir auf einfache Weise den Zeitpunkt
maximaler Kompression erkennen. Es gilt die folgende Bedingung:

Uz(Yme) =0.

Nun koénnen wir die Integration unterbrechen und die Strongesche Hypothese anwen-
den, die uns eine Abbruchbedingung fiir die Integration der Riickstellungsphase und
somit der gesamten Impulsberechnung liefert:

W, (v¢) = (1 — e )Wa(yme)

Nachdem wir W, (y¢) ermittelt haben, setzen wir die Kollisionsintegration fort, und
zwar bis W, den Endwert erreicht hat.

5.4.4 Zusammenfassung

Kollisionsintegration bedeutet das Verfolgen der relativen Kontaktpunktgeschwindig-
keit u(y). Reibungskrifte beeinflussen die Geschwindigkeitsinderung in der Tangen-
tialebene, so dafl wir entsprechend dem Coulombschen Modell Gleiten und Haften als
Kontaktform unterscheiden miissen. Das Coulombsche Reibungsgesetz fiihrt im Gleit-
reibungsfall zu einer Differentialgleichung 1. Ordnung, die wir numerisch integrieren
miissen. Haften die Korper stabil aufeinander, dann vereinfacht sich die Gleichung fiir
die Anderung von u. Nach Satz 5.4 und unter Beriicksichtigung von 5.14 gilt:

6]
KEO)F, L fallsug #0;

Zdy
d | d .
au — @eZFZd—;‘/ fallsuy = O und 5.15; (5.18)

KE(B)FZ% sonst .

(ii)
dw, dp.
= . .19
ay Uz ay (5.19)
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

Dabei ist e, der Einheitsvektor in Normalenrichtung und {3 die eindeutig bestimmte,
konstante Richtung, in der die Gleitbewegung im Fall instabiler Haftung fortgesetzt
wird.

Auf diese Weise konnen wir u bis zum Zeitpunkt maximaler Kompression verfol-
gen. Nun erlaubt uns die Hypothese von STRONGE den Endpunkt v+ der Kollision zu
bestimmen. Die sich anschlieflende Integration der Riickstellungsphase liefert u(y¢),
d.h. die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit am Ende der Kollision. Der Gesamtim-
puls p(v¢), der wahrend der Kollision von Korper 2 auf Kérper 1 im Kontaktpunkt
tibertragen wird, kann nun anhand von 5.11 ermittelt werden:

plys) = K 'Au(ys) = K ulys) —ulys)] .

5.5 Kollisionsparametrisierung

Die Integration der Kollisionsgleichung 5.11 erfordert die Wahl eines geeigneten Kolli-
sionsparameters y. In Abschnitt 5.4 haben wir argumentiert, daf8 die nattirlichste Gro-
e in diesem Zusammenhang, ndmlich die Kollisionsdauer, eine denkbar ungtinstige
Wahl darstellt, weil das Parameterintervall, iiber welches die Kollisionsgleichung zu
integrieren wire, infinitesimal klein ist. Daher wollen wir zunéchst tiberlegen, welche
Grofien entsprechend den von uns in 5.4 definierten Anforderungen als Kollisionspa-
rameter geeignet wéren.

5.5.1 p,-Parametrisierung

Eine giinstige Wahl des Kollisionsparameters vy ist der Kollisionsimpuls in Normalen-
richtung, welcher im Kollisionskoordinatensystem mit der Komponente p, von p zu-
sammenfallt.

In dem von uns betrachteten Kollisionsmodell ist die einzige Kraft, die in diese
Richtung wirkt, die Kontaktkraft, welche eine Durchdringung der an der Kollision
beteiligten Korper verhindert. Legt man daher das Kollisionskoordinatensystem der
Betrachtung zugrunde, dann ist die Komponente F, der Gesamtkraft im Intervall [t, t¢)
stets positiv und p; als Integral {iber diese Kraftkomponente streng monoton wachsend
tiber die Kollisionsdauer. Da p, die geforderte Monotonieeigenschaft erfiillt, miissen
wir noch zeigen, daff u und W, als zu integrierende Grofien stetige Funktionen in p,
sind.
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5.5 Kollisionsparametrisierung

Satz 5.8 (Integration unter p-Parametrisierung). Wihrend einer durch p, parametrisier-
ten Kollision gilt fiir die Anderung der Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt:

(i)

KEg(O) fallsuy #0;
d u=1<{ -tre, =const falls uy = 0 und 5.15; (5.20)
dp, K33
KE&(B) = const  sonst .
(ii) AW
Z = 5.21
o, = Ve (5.21)

Dabei ist e, der Einheitsvektor in Normalenrichtung und 3 die eindeutig bestimmte, konstante
Richtung, in der die Gleitbewegung im Fall instabiler Haftung fortgesetzt wird.

Beweis. Die Aussage im Gleitreibungsfall folgt unmittelbar aus Satz 5.4, wenn man y
durch p, ersetzt.

d dt
dpzu(pZ) = Ka(e(pz))Fz(pZ) E (p2)

L
F.(p2)

= KZ(G(PZ))FZ(PZ)
= KE&(6(p2)) -

Im Fall stabiler Haftung unter p,-Parametrisierung kann auch Gleichung 5.14 fiir
(du,)/(dy) weiter vereinfacht werden:
du, 1 dt L

dp, K3T31 2(p2) dpz(pz) K}]

Ist die Haftung instabil, dann miissen wir die neue Gleitrichtung 3 sowie den korre-
spondierenden Gleitrichtungsvektor &({3) berechnen. O]

Korollar 5.9. Wihrend der gesamten Kollision ist die relative Kontaktpunktgeschwin-
digkeit u eine stetige Funktion der Normalenkomponente des Kollisionsimpulses p .

Beobachtung 10 (Losung der Differentialgleichung im Haftungsfall). Im Haftungsfall kon-
nen die Differentialgleichungen aus Satz 5.8 geschlossen gelost werden. Sei a der Wert
von p, zum Zeitpunkt des Haftungseintritts und b der Wert, den p, am Ende der Inte-
grationsphase annimmt, dann ergibt sich als Endwert der Integration fiir u und W.:

{u(a) + b=ae, falls 5.15;
u(b) = 53
u(a) + Kg(B)(b—a) sonst.
b . (b—a)? .
W.(b) _J wlpa)dp, = (b —a)uy(a) + K e, falls 5.15;
a (b —a)uy(a) + (b —a)?k,&(B) sonst.
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

Offensichtlich haben wir eine Parametrisierung gefunden, die uns erlaubt, die Re-
lativgeschwindigkeit und somit den tibertragenen Impuls iiber die Kompressions- und
Riickstellungsphase hinweg zu verfolgen. Das folgende, primar implementierungs-
technische Problem haben wir bisher jedoch vernachlassigt. Wie wir bereits herausge-
stellt haben, ist es notwendig, die Kollisionsintegration zum Zeitpunkt der maximalen
Kompression, d.h. wenn u, = 0 gilt, zu unterbrechen, um mittels der Strongeschen
Hypothese den Endzeitpunkt der Integration festzulegen. Parametrisieren wir jedoch
die numerische Integration mittels p,, dann steht zum Zeitpunkt des Aufrufs unseres
Differentialgleichungslosers die obere Grenze des Integrationsintervalls weder fiir die
Kompressions-, noch fiir die Riickstellungsphase fest. Daher sollten wir {iberlegen, ob
nicht alternative Parameter existieren, die eine Charakterisierung beider Integrations-
intervalle erlauben.

5.5.2 u,-/W,-Parametrisierung

Die Wahl von u, und W, als Parameter der Kompressions- bzw. Riickstellungsinte-
gration erscheint vor dem Hintergrund obiger Uberlegungen vielversprechend, da die
zugehorigen Integrationsintervalle {iber diese Grofie beschrieben werden konnen.

Kompressionsintegration Parameter u,: [uz(t =0), O}
Riickstellungsintegration Parameter W,;: (W(u, =0), (1 — e?)W;(u, =0)]

Zunichst ist jedoch zu zeigen, dafd u, und W, giiltige Parameter fiir die jeweilige Inte-
grationsphase darstellen.

Lemma 5.10 (Giiltigkeit der y-Parametrisierung). Parametrisiert man die Kollisionsinte-
gration mittels einer Grifie y, so stellt dies eine giiltige Parametrisierung dar, falls

dy

0
= dp:

(v) <oo  fiiry € [ys, vs)

gilt.

Beweis. Sei vy ein beliebiger Parameter. Wollen wir zeigen, daf v entsprechend den in
Abschnitt 5.4 definierten Anforderungen giiltig ist, so konnen wir ausnutzen, daf$ diese
Eigenschaft bereits fiir p, bekannt ist.

(i) Monotonieeigenschaft:

i) = ()2 - Y

= = F, >0
AL Tt T dpz(v) z ,
~—
>0 >0
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5.5 Kollisionsparametrisierung

(ii) Stetigkeitseigenschaft der zu integrierenden Funktionen:

d o d dp.
o0 < d’yuX(YJ = dpzux(pz) dy ('Y) < o0,
d d dp,
—00 < Euyh/) = dpzuy(pz)d—y(v) < o0,
d o d dp,
—o0 < d_uz(Y) = deuZ(pZ) dy ('Y) <00,
dw, dp.
—o0 < =E(Y) = wlp) 2] <oo.
Y dy

Aus der Differenzierbarkeit von u und W, folgt unmittelbar ihre Stetigkeit.
O

Satz 5.11 (Giiltigkeit der u,-/W_-Parametrisierung). Parametrisiert man die Kompressi-
onsintegration iiber die Normalenkomponente der relativen Kontaktpunktgeschwindigkeit i,
und setzt die Integration in der Riickstellungsphase mit der verrichteten Arbeit in Normalen-
richtung W als Parameter fort, so ist diese Parametrisierung giiltig, falls

(1) zu Beginn der u -parametrisierten Integration gilt:

du,
dp:

(p,) >0 und

(ii) zu Beginn der W, parametrisierten Integration
u, >0
ist.

Beweis. Da (du,/dp.)in der Kompressionsphase streng monoton wachst (vgl. [Mir96b])
folgt aus Bedingung (i) und Satz 5.8 die Behauptung fiir u,.
W, ist aufgrund von (ii) giiltig fiir die Riickstellungsphase, da

aw,

0
= dp;

=Uz(p;) < 0.

O

Die Kollisionsintegration mit u, und W, als Parameter setzt somit voraus, dafs wir
Bedingung (i) und (ii) sicherstellen konnen. Dies ist leider nicht generell moglich.

Auch wenn es paradox klingen mag, es lassen sich Situationen herbeifiihren, in
denen die beiden Kontaktpartner zu Beginn der Kollisionspartner ineinander hinein-
beschleunigt werden (vgl. [Bar89]). Obwohl solche Konstellationen lediglich in bewuf3t
konstruierten Simulation beobachtet worden sind, prasentiert MIRTICH in [Mir96b] fol-
gende Losung fiir das Problem. Da (du,/dp;) in der Kompressionsphase streng mono-
ton wiéchst, setzt man zunéchst p, als Integrationsparameter ein, bis (du./dp.)(pz) > 0
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

ist. Diese Bedingung muf$ eintreten, da zu Beginn der Kompressionsintegration u, < 0
und zum Zeitpunkt maximaler Kompression u, = 0 gilt.

Auch Bedingung (ii) konnen wir nicht garantieren, solange wir die Integration wie
bisher beschrieben durchfiihren. Beim Ubergang zur W,-Parametrisierung gilt namlich
im Zeitpunkt maximaler Kompression:

dw, dp,

dy (Yme) = uz(Ymc)?y(Vmc) =0,

da die Bedingung u,(vmc) = 0 gerade diesen Zeitpunkt charakterisiert.

Dieses Problem koénnen wir jedoch leicht umgehen, indem wir die u,-parametrisierte
Kollisionsgleichung iiber den Zeitpunkt maximaler Kompression hinweg integrieren.
Dabei miissen wir jedoch darauf achten, dafs der durch die Strongesche Hypothese
definierte Endwert fiir W, nicht tiberschritten wird, da dieser den Endzeitpunkt der
Kollision festlegt.

Lemma 5.12. Sei WR die Normalenkomponente der Arbeit, die wiihrend der Riickstellungs-
phase an den beiden Korpern verrichtet wird. Dehnt man die Integration beziiglich u, in diese
Phase hinein aus, d.h. bis zu einem bestimmten Wert U ,, wobei

, = \/ 2WR <K33 — /K3, + K§2> >0 (5.22)

gilt, so wird die bis zu diesem Parameterwert verrichtete Arbeit in Normalenrichtung den Wert
WR nicht iiberschreiten.

Beweis. Nehmen wir zunidchst einmal an, es existiere eine Konstante ¢, so daf3

z

du, S cuz
gilt. Dann ist c positiv, da
dw, dp. . —
—(u,) =u, P (uy) >0 fiir u, € (0,1,] .
du, du,

>0

Die Integration von W, tiber dem Parameterintervall [0, 1] fiir u, liefert:

1 _
AW, < Zcuﬁ.

Da wir sicherstellen wollen, dafs AW, den Wert Wf nicht tiberschreitet, mufs gelten:

248



5.5 Kollisionsparametrisierung

Um den Beweis zu vervollstindigen, miissen wir im folgenden die Konstante c
festlegen. Wir konnen uns dabei auf den Gleitreibungsfall beschréanken, da im Haft-
reibungsfall keine Integration erforderlich ist.

Aufgrund von 5.19 und 5.20 gilt im Fall einer u,-Parametrisierung:

dw, B u; U,
du,  k&(0) Ka1 i +K
z z _ |: 31uu%+féuy + K33

Uy

<
- «/K3]+K32\/ux+ —|—K
Vud g
1

= uZ)
K33 — W/ Kg] + K%Z

C

denn

K3ty + Kzouy < \/(K31ux + K32uy)?

= \/Kéui + K3u? + K3 uZ + K u2 —(Kzjuy — K321t,)?

<0

2,21 K242 2.,2 2.2
< \/KmuX + K3ug + Kgug + Kjug

= /(K3 + K (u2 + 1)

= \/K§1 + ng\/ui +ul.

Abbildung 5.4 beschreibt, wie der modifizierte Ansatz zur Kollisionsintegration die
relevanten Groflen in den beiden Phasen der Energietibertragung verfolgt.

O

Satz 5.13 (Kompressions- und Uberbriickungsintegration unter u,-Parametrisierung).
Wiihrend der durch u,-parametrisierten Kompressions- und Riickstellungsphase einer Kollisi-
on gilt fiir die Ableitung der Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt und der an den Korpern
verrichteten Arbeit in Normalenrichtung:

(1)
. kE KE,( ) fallsuy # 0
o u=<e,= const falls uy = 0 und 5.15; (5.23)
: KEp E KE,([B) = const sonst .
(i1)

KZo E. Uz fallsug # 0
={Kzju,  fallsuy=0und5.15; (5.24)
muz sonst .

dw,
du,
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Abbildung 5.4 Die erforderlichen Integrationen wihrend den Kollisionsphasen.

Beginn der Kollision maximale Kompression Ende der Kollision
| | |
Kompressionsphase Riickstellungsphase
| | |

Uber-
Kompressionsintegration briickungs Riickstellungsintegration
integration
| | |
Integration von u,, uy und W, bzgl. u, Integration von u bzgl. W,

Dabei ist e, der Einheitsvektor in Normalenrichtung und 3 die eindeutig bestimmte, konstante
Richtung, in der die Gleitbewegung im Fall instabiler Haftung fortgesetzt wird.

Beweis. Die Aussage beziiglich u folgt aus 5.18 unter Berticksichtigung von Satz 5.8.

KE(O) 2 "2 KEO) gy fallsue #0;
d 518 5.20 _
duzu = éez gfé = éeszg =e, fallsug=0und5.15;

KE(B) §be " KE(B) iy  sonst.

Fiir die an den beteiligten Kérpern verrichtete Arbeit in Normalenrichtung gilt im Fall
einer u,-Parametrisierung aufgrund von 5.19:

1

Uy falls uy # 0
dW, . 9Pz 5.20 k.£(0)
du,  “du,

= uZKg fallsuy = 0und 5.15;

1
quZaB) sonst .

O

Auch die u,-/W,-Parametrisierung erlaubt im Fall stabiler bzw. instabiler Haftung,
eine numerische Integration der Differentialgleichungen zu vermeiden.

Beobachtung 11 (Losung der Differentialgleichungen im Haftungsfall). Im Haftungsfall kon-
nen die Differentialgleichungen aus Satz 5.13 geschlossen gelost werden. Sei a der Wert
von u, zum Zeitpunkt des Haftungseintritts und b der Wert am Ende der jeweiligen In-
tegrationsphase (0 am Ende der Kompressionsphase, i, am Ende der Uberbriickungs-
phase), so nehmen u und W, am Ende der Kompressionsphase die folgenden Werte
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an:
b) u(a) + (b—a)e, falls 5.15; (5.25)
v N u(a)+ kfalﬁ)KE,(B) sonst . '
W, (a) + 1K3] (b2 — a?) falls 5.15;
W, (b) = {W (a)+ 2200 ot (5.26)
z 2k &(B) '

Satz 5.14 (Riickstellungsintegration unter W,-Parametrisierung). Wiihrend der durch
W, parametrisierten Riickstellungsintegration einer Kollision gilt fiir die Ableitung der Rela-
tivgeschwindigkeit im Kontaktpunkt:

. +—KE(0) falls uy #0;
aw. Kfj e falls wy = 0 und 5.15; (5.27)
u—ZKZ,(B) sonst .

Dabei ist e, der Einheitsvektor in Normalenrichtung und 3 die eindeutig bestimmte, konstante
Richtung, in der die Gleitbewegung im Fall instabiler Haftung fortgesetzt wird.

Beweis. Aufgrund von Satz 5.8 konnen wir aus den Differentialgleichungen der allge-
meinen y-Parametrisierung 5.18 den folgenden Zusammenhang ableiten:

Ke(0) 22 > Ke(9) L falls ug £0;
d . © 5.0 :
dWZu 5.18 éez 51\*/’\2 5:20 ng ez falls uy = O und 5.15;
KE(B) o7 = KE(B) sonst.

O

Wir wollen an dieser Stelle noch einmal explizit darauf hinweisen, dafs u in der
durch W, parametrisierten Riickstellungsphase differenzierbar und somit stetig ist. Die
vorausgegangene Uberbriickungsintegration sowie die Monotonieeigenschaften von
u, stellen sicher, dafs u, wahrend der W,-Integration ausschliefilich positive Werte an-
nimmt.

Analog zu den Resultaten der u,-Parametrisierung, konnen auch die soeben aufge-
stellten Differentialgleichungen geschlossen gelost werden. Um dies einzusehen, be-
trachten wir das folgende Lemma:

Lemma 5.15. Sei f eine differenzierbare Funktion in der unabhingigen Variablen y und sei ¢
eine Konstante. Dann lautet die geschlossene Losung der Differentialgleichung

df_g

dy  f
mit Anfangswert f(a) an der Stelley = b:

\/f(a)z +2c(b—a)
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Beobachtung 12 (Losung der Differentialgleichung im Haftungsfall). Im Haftungsfall kann
die Differentialgleichung aus Satz 5.14 geschlossen gelost werden. Sei a der Wert von
W, zum Zeitpunkt des Haftungseintritt und b der Wert, den W, am Ende der Riickstel-
lungsphase annimmt, dann bestimmt sich u am Ende der Kollision als:

ez\/uz(a)2 + K—%](b —a) falls 5.15;
u(b) = \/ux(a)z + 2k« E(B) (b —a) (5.28)
Vuyla)Z+ 2k, E(B)(b—a)| sonst.
Vuz(a)? + 2k.E(B) (b — a)

Im Fall instabiler Haftung kann man die Auswertung der Wurzelterme fiir u, und u,
umgehen, indem man lediglich den Wert fiir u, am Ende der Riickstellungsphase er-
mittelt und anschlieffend die Endwerte fiir u, und u, tiber die entsprechenden Glei-
chungen der u,-Parametrisierung 5.25 ermittelt:

) KEB)
Ux = uX(a)—I_sz.(ﬁ)[ 2(b) z(a”
uy = wy(a)+ e fualb) ~ wfa)]

5.5.3 Zusammenfassung

Das Flufsidiagramm aus Abbildung 5.5 veranschaulicht den Ablauf der u,-/W,-Inte-
gration in den beiden Kollisionsphasen. Dabei bezeichnet eine Raute eine Abfrage,
die zu einer Verzweigung der Berechnung fiihrt. Rechtecke symbolisieren einzelne
durchzufiithrende Berechnungen und Rechtecke mit abgerundeten Ecken geben rele-
vante Zustdnde an. Logische Konnektoren fithren mehrere Berechnungspfade mittels
einer logischen Verkniipfung zusammen. Die Kollisionsintegration verfolgt die rela-
tive Kontaktpunktgeschwindigkeit u {iber die Kompressions- und Riickstellungspha-
se hinweg. Die Berechnung beginnt mit dem Startwert u = u; und endet mit dem
Wert am Ende der Kollision u = u¢. Zur Integration der Kollisionsgleichungen ver-
wenden wir den adaptiven RUNGE-KUTTA-Differentialgleichungsloser aus [PTVF92].
Nach jedem Integrationsschritt wird die Haftbedingung u, = 0 tiberpriift. Haften die
beiden Korper aufeinander, so ist anhand von 5.15 zwischen stabiler und instabiler
Haftung zu unterscheiden. Im Fall stabiler Haftung miissen wir zunéchst die eindeu-
tige Richtung {3 bestimmen, in der die Gleitbewegung fortgesetzt wird (vgl. Satz 5.7).
Sobald ein Haftzustand eingetreten ist, kann auf eine numerische Integration der Dif-
ferentialgleichungen bis zum Ende der Impulsberechnung verzichtet werden, da die
Kollisionsgleichungen geschlossen gelost werden kénnen. Beim Ubergang von der
Kompressions- in die Riickstellungsphase, d.h. zum Zeitpunkt maximaler Kompres-
sion, ist die u -parametrisierte Integration zu unterbrechen und der Parameterendwert
der Uberbriickungs- sowie Riickstellungsintegration mittels Gleichung 5.22 bzw. der
Strongeschen Hypothese 5.1 zu bestimmen.

252



5.5 Kollisionsparametrisierung

Abbildung 5.5 Fluidiagramm der Kollisionsintegration.

Haftung stabil ?
5.15

Berechnung der Endwerte
der Integration
nach Gleichung 5.25 und 5.26.

Berechnung der konstanten
Gleitrichtung 3 nach
Satz 5.7.

Zeitpunkt
maximaler Kompression

Berechnung von
W, und W

Haftung stabil ?
5.15

Berechnung der Endwerte
der Integration

nach Gleichung 5.25 und 5.26.

Berechnung der konstanten
Gleitrichtung 3 nach
Satz 5.7.

¢

Berechnung der Endwerte

der Integration ~

nach Gleichung 5.28.

Berechnung der konstanten
Gleitrichtung (3 nach
Satz 5.7.

Haftung stabil ?
5.15

Adaptiver Integrationsschritt
von Gleichung 5.23 und 5.24.

Integrationsende

u; =07? NEIN

Berechnung von
T, und W:

|

Adaptiver Integrationsschritt
von Gleichung 5.23 und 5.24.

Haftung:
ug =07?

Integrationsende

Uz =TUz? NEIN

Adaptiver Integrationsschritt
von Gleichung 5.27.

Haftung:
uy =07

Integrationsende

W, =wl2 NEIN
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

5.6 Energie des Systems — Verrichtete Arbeit der
Kollisionsimpulse

Satz 5.16 (Energieinvariante). Das Kollisionsmodell der impulsbasierten Simulation stellt
sicher, daf$ das modellierte System durch eine Kollision nicht an Energie gewinnt.

Beweis. O.B.d.A. kdnnen wir eine p,-Parametrisierung der Kollision annehmen. Die
von der Kollisionsgesamtkraft verrichtete Arbeit kann in die Beitrdge der einzelnen
Kraftkomponenten aufgespalten werden. Analog zur Herleitung der Gleichungen
fir (dW./dy)(v) in Abschnitt 5.4.3 erhédlt man unter Berticksichtigung der Ergebnisse
aus 5.12 die Ableitung der gesamten, von den Kollisionsimpulsen verrichteten Arbeit
als:

aw _ v
dp; dp:
= ug(0)

= —/ug+udtu,.

Die verrichtete Arbeit W ergibt sich somit als Integral {iber das Parameterintervall der

Kollision: o b
Zf Zf
W(p,) = —HJ \Juz+ug dpﬁj u(pz) dp,
0 0

Wiy (PZf )<0 W, (PZf )

wobei Wy, den Beitrag der tangential wirkenden Krifte zur insgesamt verrichteten Ar-
beit bezeichnet. Da W, nichtpositiv ist, verbleibt diese Eigenschaft lediglich fiir die
Normalenkomponente zu zeigen. Da W,(0) = 0 und u,(p.) < 0 wihrend der Kom-
pressionsphase [0,p., .| gilt, kann W, zum Zeitpunkt maximaler Kompression nicht
positiv sein.

Die Strongesche Hypothese liefert schliefSlich den Endwert der verrichteten Arbeit in
Normalenrichtung als:

W, (ps) = (1 — e ) W,(p,,..) <O.
~—

<0
Somit gilt im Endzeitpunkt der Kollision:
W(pi) = ny(pzf) + Wz(pi) < 0.
O

Satz 5.17 (Energierhaltung). Die Energie des Systems bleibt genau dann unverindert, wenn
keine dissipativen Krifte wirken, d.h. wenn

(i) e=1 und ( keine ,,inneren Krifte)

(ii) u=20 oder ui(y) =0 fiir velysve ( keine , Reibungskriifte”)
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5.6 Energie des Systems — Verrichtete Arbeit der Kollisionsimpulse

Beweis. Auch hier konnen wir 0.B.d.A. von einer p,-Parametrisierung der Kollision
ausgehen. Im Beweis von Satz 5.16 haben wir gesehen, dafy die von den Kollisions-
impulsen verrichtete Arbeit sich folgendermafsen darstellen 1a{3t:

W(pi) = Xy(pi) W.(p )
= xy(pq) +(1—e )Wz(pzmc)

Pz Pzmec
= —HJ \Vux +ug dpz + (1 —eZ)J uz(pz) dp. .
0 0

<0

Somit gilt:
W(pz)=0 & (HZO V ux(pz) = uylp,) =0 fiirp; € [O)plf]) Ne=1.
O

Auch wenn die Aussagen dieses Abschnitts dem Leser nicht sehr iiberraschend
erscheinen mogen, so sollte man sich vor Augen fithren, dafy ihre Formulierung den
Pionieren der impulsbasierten Simulationstechnik versagt blieben. Erst die Verdffent-
lichung der Arbeit von STRONGE gestattete MIRTICH 1996 [Mir96b], das Energiekonsi-
stenzproblem zu losen. Die Sdtze dieses Abschnitts tragen somit ganz wesentlich zur
Plausibilitdt des Kollisionsmodells bei.

In diesem Sinne ist auch der nun folgende Satz zu werten, der eine Aussage tiber die
Weg(un)abhidngigkeit der gesamten, von den Kollisionsimpulsen an den beiden Kor-
pern verrichteten Arbeit trifft. Bisher haben wir uns primar mit der in Normalenrich-
tung verrichteten Arbeit beschiftigt, da diese im Zusammenhang mit der Berechnung
der Integrationsgrenzen eine wichtige Rolle spielt. Der Wert von W, am Ende der Kom-
pressionsphase mufste dabei mittels numerischer Integration berechnet werden. Auch
die gesamte verrichtete Arbeit kann analog zu ihrem Beitrag in Normalenrichtung als
Integral tiber das zu betrachtende Parameterintervall [y, v1] dargestellt werden:

Y1

AW(y1) = J u)™Lp(y) dy
Yo dy

v1

511 J u(y)’K™! diu(y) dy . (5.29)
Yo Y

Diese Gleichung suggeriert, daf$ man zur Bestimmung von W die Ableitung (dW/dy)

tiber das Parameterintervall integrieren mufs. Wir werden im folgenden jedoch zeigen,

daf$ bereits die Kenntnis von u(ys) sowie u(y¢) zur Berechnung von W gentigt, d.h.

daf’ W wequnabhiingig ist.

Satz 5.18 (Wegunabhingigkeit von W). Betrachten wir ein beliebiges Parameterintervall
[vo, V1] wihrend der Kollision. Sei w(yo) und u(y1) die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit
am Anfang und am Ende dieses Intervalls. Dann ist die gesamte, von den Kollisionsimpulsen
verrichtete Arbeit unabhiingig von dem Weg, auf dem die Arbeit verrichtet wurde.

1

AW(W1) = 5 [uly1) +ulyo)] 'K Aulvi) |
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

mit AW (y1) := W(y1) — W(yo) und Au(yq) :=u(y1) —ulyo).

Beweis. Aufgrund unserer Uberlegungen in 5.29 wissen wir:

aw Tor—1 @
d—y = u(y)'K _dyuh/)
_ ! [u(Y)TK1 L) +u S u(v)]
2 dy dy '

Aufgrund der Symmetrie von K~ gilt:

aw 1/ d T To 1 d
T = 3 (um) K+ u K )
— S [wK ]

Integriert man diese Gleichung tiber dem Parameterintervall [y, y1], so erhdlt man:

AW (1)

= 2 [ub) K Mutyn) — o K ulyo)|

= 2 [l K Mutyn) — TR Mty + v K Tutyo) — ulyo) K Mutyo)
= 2 [ubr) K Auy) + utyo K Auy)|

= %[u(w) +u(yo)] 'K Au(yy).

O

Diese Aussage wird uns im folgenden Abschnitt, welcher der Analyse einer spezi-
ellen Klasse von Kollisionen gewidmet ist, von Nutzen sein.

5.7 Permanenter Kontakt und Mikrokollisionen

Das Kontaktmodell der impulsbasierten Methode ist sehr gut geeignet, Systeme zu si-
mulieren, in denen die Beschreibung der Kontaktbeziehungen zwischen den Kérpern
anhand von makroskopischen Zwangsbedingungen schwierig oder gar nicht moglich
ist. Solange die Korper nicht in permanentem Kontakt miteinander stehen, d.h. aufein-
ander rollen, gleiten oder gar liegen, erscheint die mikroskopische Betrachtungsweise
des impulsbasierten Ansatzes als eine sehr natiirliche Sicht auf das tatsédchliche Kon-
taktverhalten des zu simulierenden Systems.

Die Kollisionsauflosung, basierend auf dem in diesem Kapitel beschriebenen Mo-
dell, ist nicht bemiiht, Zwangsbedingungen, wie sie bei Formen permanenten Kontakts
gelten, zu erkennen und fiir eine einfache Beschreibung des Kontaktverhaltens zu nut-
zen. Dahinter steht die Uberzeugung, daf8 die isolierte und einheitliche Behandlung
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5.7 Permanenter Kontakt und Mikrokollisionen

von Kollisionen anhand der lokalen Daten des Kontaktpunkts korrektes makroskopi-
sches Verhalten erzwingt. Aus diesem Grunde wird in der impulsbasierten Methode
permanenter Kontakt als eine zeitlich dichtgedriangte Folge schwacher Kollisionen mo-
delliert. Diese Vorgehensweise kann man daher als eine Approximation des tatsach-
lichen physikalischen Verhaltens auffassen. Um die Plausibilitdt des Modells zu ver-
deutlichen, wollen wir die impulsbasierte Behandlung der erwahnten Kontaktformen
etwas genauer erldutern.

Betrachten wir zunéchst folgende Situation. Ein Buch liegt auf einem Tisch, model-
liert durch eine Folge vieler schwacher Kollisionen zwischen Tisch und Ecken des Bu-
ches. Durch die Kollisionen verliert das Buch permanent an Energie, so dafs es immer
tiefer in die ¢.-Hiille des Tisches hineinsinkt. Dies bedeutet, dafs der Abstand und da-
mit die Kollisionszeitschdtzungen gegen Null streben und das Simulationssystem unter
dem Berechnungsaufwand einbricht. Um dieses Verhalten in der Praxis zu umgehen,
schldagt MIRTICH in [Mir96b] eine Klassifizierung von Kollisionen vor. Kollisionen, de-
ren anfangliche Relativgeschwindigkeit in Kollisionsrichtung ,sehr klein“ist, sollten in
einer von unserer bisherigen Vorgehensweise abweichenden Weise behandelt werden.
Dabei darf jedoch das Paradigma der Lokalitit, d.h. der ausschliefslichen Verwendung
lokaler Informationen, nicht verletzt werden.

Definition 5.4. Eine Kollision heifst Mikrokollision, wenn die folgende Bedingung erfiillt

ist:
—U(vs) < V 2gec,

wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. O

Die Definition wird von folgender Anschauung getragen. Liegt permanenter Kon-
takt zwischen zwei Kérpern vor, dann ist die Normalenkomponente der relativen Kon-
taktpunktgeschwindigkeit sehr klein. Wir bezeichnen daher nur solche Kollisionen als
Mikrokollisionen, fiir die gilt, daf’ |u,| zum Zeitpunkt des Kollisionseintritts kleiner als
die Geschwindigkeit eines Korpers ist, der aus der Ruhelage in freiem Fall durch die
Kollisionshtille (e -Hiille) des Kontaktpartners hindurch fllt.

Bei der Auflosung dieser Mikrokollisionen wollen wir den Riickstellungskoeffizient e
kiinstlich erhdhen, so daf} die Kontaktpartner sich nach der Kollision ausreichend weit
voneinander entfernen. Durch diese Vorgehensweise wird in der Riickstellungsphase
mehr Energie an die Korper zuriickgegeben, als in der Kompressionsphase in ihnen
gespeichert wurde. Ungliicklicherweise bedeutet dies, dafd die in Satz 5.16 garantierte
Energiekonsistenz unseres Modells nicht mehr gewéhrleistet ist. Das System gewinnt
durch Mikrokollisionen an Energie, sobald der kiinstlich erhohte Riickstellungskoeffi-
zient den Wert 1 tiberschreitet. Jedoch ist dieser Energiegewinn aufgrund der geringen
Kontaktgeschwindigkeit vernachladssigbar gering.

Wir suchen also eine Funktion e, die der Durchdringungstiefe der Kollisionshiille
d = e — 8(K4,K2) € [0, ec] einen Riickstellungskoeffizienten e(d) € [egef, €max] zu-
ordnet, wobei e g¢f der urspriingliche Wert und e qx eine Obergrenze fiir den Riickstel-
lungskoeffizienten bezeichnet. Wenn die Durchdringung sehr gering ist, dann sollte
e(d) in der Ndhe von eger liegen; falls d sich jedoch dem Maximalwert ¢. nédhert, so
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5 Die impulsbasierte Kollisionsaufl6sung

Abbildung 5.6 Unabhingig von der Stirke der Reibungskraft bewirken die ballisti-
schen Bewegungsphasen nach der impulsbasierten Kollisionsauflosung eine Gleitbe-
wegung des Quaders auf der Rampe.

muf$ e(c) entsprechend grof werden. Wir haben in unserer Implementierung e als eine
Funktion 2. Grades mit Scheitelpunkt in d = 0 und einem maximalen Funktionswert
emax = 0.0 gewdhlt:

e:[0,e] CRT — [€def, €max] € R*
e(d) L €max ; edefd+ e def
C

Diese Vorgehensweise bewirkt eine Vibrationsbewegung des Buches auf dem Tisch,
wobei die Amplitude dieser Bewegung in der Grofienordung von €. und somit aufser-
halb des sichtbaren Bereichs liegt. Allerdings, und das wollen wir hier deutlich aufzei-
gen, stellt diese Vorgehensweise einen ad-hoc-Ansatz dar, der das geschilderte Problem
nicht endgiiltig 16st. Ein geeignet dimensionierter Biicherstapel wiirde ab einer be-
stimmten Grofse das Simulationssystem aufgrund permanenter Impulspropagation in
die Knie zwingen.

Ein weiteres Problem kann man sich an der Bewegung eines Quaders auf einer
schiefen Ebene verdeutlichen (Abbildung 5.6). Solange die Reibungskraft nicht stark
genug ist, um die Gleitbewegung des Quaders zu stoppen, liefert unsere Simulation
qualitativ das richtige Verhalten. Dominiert die Reibung die Wirkung der Gravitation,
so wiirde der Quader dennoch die Ebene herabgleiten, obwohl in jeder Kollision die
Gleitbewegung durch Haftreibung unmittelbar zum Stillstand gebracht wird. Ursach-
lich fiir dieses Verhalten sind ballistische Bewegungsphasen, denen der Quader nach je-
der noch so schwachen Kollision in unserem Modell unterliegt. In diesen Phasen wirkt
ausschliefSlich die Gravitationskraft, die den Quader fiir ein kurzes Zeitintervall die
Ebene hinab beschleunigt. Gliicklicherweise konnen wir Probleme dieser Art nicht nur
sehr einfach und auf lokalen Informationen basierend erkennen, sondern auch elegant
und physikalisch plausibel 16sen. Dazu tiberpriifen wir im Fall einer Mikrokollision, ob
der Impuls p,, der die Kontaktpunktgeschwindigkeit umkehrt, im Reibungskegel 5.15
liegt. p,. berechnet sich daher folgendermafien:

pr =K 'Au(ys) =K' (—2ulys)) = —2K Mu(ys) .
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5.8 Zusammenfassung

Ist die Reibungskraft stark genug, so dafs stabile Haftung wahrend der gesamte Kol-
lisionsdauer vorliegt, dann wenden wir den geschwindigkeitsinvertierenden Impuls
auf die Objekte an. Diese Vorgehensweise hat nicht nur den Vorteil, dafy die Berech-
nungskosten deutlich unter denen der ,Standard”-Kollisionsauflosung liegen, da keine
Integration der Differentialgleichungen erforderlich ist; sie ist aufSlerdem physikalisch
plausibel, weil sie sicherstellt, dafS der ermittelte Kollisionsimpuls keine Arbeit an den
beteiligten Kérpern verrichtet. Diese Aussage folgt unmittelbar aus Satz 5.18 tiber die
Wegunabhingigkeit von W. Ist Haftbedingung nicht erfiillt, ermitteln wir den Impuls
tiber das Berechnungsverfahren, das wir bereits fiir Mikrokollisionen vorgestellt haben.
Mikrokollisionen sind ein ad-hoc-Ansatz, um die impulsbasierte Simulationsme-
thode auch im Fall permanenten Kontakts praktikabel zu machen. Die Ergebnisse des
vorangegangenen Abschnitts, die wichtige Aussagen tiber die Plausibilitdt des Modells
treffen, konnen unter Berticksichtigung des ersten Typs von Mikrokollisionen nicht
aufrechterhalten werden. Gerade am Beispiel des Buchs auf dem Tisch wird die ein-
geschrankte Verwendbarkeit des Ansatzes und die Notwendigkeit des Ubergangs zu
zwangsbasierten Verfahren im Fall permanenten Kontakts offensichtlich.

5.8 Zusammenfassung

Um den Ablauf der Kollisionsauflosung zu verdeutlichen, wollen wir die durchzu-
fiihrenden Berechnungen entsprechend der zu treffenden Fallunterscheidungen in ei-
nem Flufidiagramm darstellen (Abbildung 5.7). Die Kollisionsauflosung wird aufge-
rufen, sobald die Kollisionserkennung als Abstand zweier Korper K4, K, einen Wert
d(K1,K2) < e ermittelt hat. Ausgehend von dem vorliegenden Kontakttyp, d.h.
Kante-Kante- bzw. Punkt-Flache-Kontakt, wird das Kollisionskoordinatensystem (vgl.
Abschnitt 5.2) bestimmt. AnschliefSfend werden alle relevanten Dynamikdaten in die-
sem Bezugssystem ausgedriickt. Ein von der Kollisionserkennung gemeldeter Kontakt
ist nur dann aufzuldésen, wenn die Distanz der Objekte in Kontaktrichtung abnimmt.
Diese Entscheidung wird anhand der Abfrage u, < 0 (vgl. Abschnitt 5.2) getroffen.

Die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit u wird vor der Integration gesichert
(us), da der tibertragene Impuls p aus der Verdnderung von u berechnet wird:

p=K'(u—uy). (5.30)

Im ersten Schritt ist die Kollision entsprechend unseren Uberlegungen des vorangegan-
genen Abschnittes zu klassifizieren. Im Fall einer Mikrokollision , d.h. falls u, < v/2ge.
gilt, berechnen wir den Impuls, der us invertiert: pf = K 'u,. Falls dieser Impuls im
Reibungskegel liegt, liefern wir p; als Kollisionsimpuls zuriick. Andernfalls berech-
nen wir den kiinstlichen Riickstellungskoeffizienten e, wie in Abschnitt 5.7 beschrie-
ben, und fiihren die ,,Standard”-Kollisionsintegration (vgl. Abschnitt 5.5.3) durch. Die
,Standard”-Kollisionsintegration verfolgt die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit u
durch Integration der Kollisionsgleichungen tiber die Kompressions- und Riickstel-
lungsphase hinweg. Im allgemeinen wird die Grofie u, als Integrationsparameter fiir
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Abbildung 5.7 Flufdiagramm des Kollisionsauflosungsverfahrens.

B(IC],’Cz) <0

Relevante Groflen im Kollisions-
koordinatensystem ausdriicken.

NEIN| Keine

Kollision

Distanz
abnehmend?

Berechnung des Impulses, der
u invertiert:
P =2K""(us).

NEIN| Berechnung des kiinstlichen
Riickstellungskoeffizienten.

Reibungkegel?

JA Y
NEIN u, als JA
Parameter giiltig?
Kompressionsintegration Kompressionsintegration
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Uberbriickungsintegration
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5.8 Zusammenfassung

die Kompressionsphase gewéhlt. Um die Eignung von u, zu verifizieren, ist die Be-
dingung 3;2 > 0 zu tiberpriifen (vgl. Abschnitt 5.5.2). Falls diese notwendige Voraus-
setzung fiir den Einsatz von u, verletzt ist, fiihren wir zundchst die Kompressionsin-
tegration beztiglich dem Parameter p, durch (vgl. Abschnitt 5.5.1), und zwar solange,
bis u, das Giiltigkeitskriterium erfiillt. Ist schliefSlich u, als Parameter zuldssig, so set-
zen wir die Verfolgung der relativen Kontaktpunktgeschwindigkeit anhand der in Ab-
schnitt 5.5.2 beschriebenen Integration von u,, u, und W, in der Kompressionsphase ,
sowie von u in der Riickstellungsphase fort.

Zum Zeitpunkt maximaler Kompression (u, = 0) wird die Kompressionsintegra-
tion unterbrochen, um die Parameterendwerte u, bzw. WZ der Uberbrﬁckungs— und
Riickstellungsintegration zu bestimmen. Die Berechnung liefert schliefslich die relati-
ve Kontaktpunktgeschwindigkeit uf am Ende der Kollision. Der Kollisionsimpuls p¢
kann nun anhand von Gleichung 5.30 bestimmt werden. Anschlieffend wird p; aus
dem Kollisionskoordinatensystem in das Weltsystem zuriicktransformiert und auf die
an der Kollision beteiligten Korper angewendet:

1 _
AV] = — P+ A(,U] = 111(1"] pr))
mq

1
A = - A = —1_1 .
v, pr , w) 5 (r2 xpg)
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6 Softwareumgebung und
Beispielsimulationen

6.1 Die Softwarebibliothek SiLVIA

Die in dieser Arbeit vorgestellten Datenstrukturen und Algorithmen wurden im Rah-
men des SILVIA-Projektes am Lehrstuhl von Professor Hotz an der Universitit des
Saarlandes implementiert. Sie sind Bestandteil der Software-Bibliothek SILVIA (Simu-
lation Library for Virtual Reality and Interactive Applications), einer in C++ realisierten
Plattform zur Durchfithrung von Kollisions- und Kontaktberechnungen unter Echt-
zeitanforderungen [HKL99]. Der Schwerpunkt der Entwicklung liegt dabei auf der
Bereitstellung effizienter und physikalisch realitdtsgetreuer Verfahren zur Echtzeitsi-
mulation des dynamischen Verhaltens kollidierender starrer Korper. Folglich liegen die
Einsatzgebiete der Bibliothek im Bereich (Distributed) Virtual Reality, in der Realitiits-
treue der simulierten Abldufe und Echtzeitanforderungen in Einklang gebracht werden
miissen. Die bereitgestellten Routinen erlauben beispielsweise die Entwicklung von
Virtual Prototyping-Anwendungen, welche als Ergénzung bestehender CAD-Systeme
eine rechnergestiitzte Designerprobung ermdoglichen.

Auch wenn die Simulationsverfahren im Mittelpunkt des Forschungsinteresses la-
gen, mufite zundchst ein (objektorientiertes) Modell der virtuellen Welt erstellt und ein
graphisches Benutzerinterface (GUI) zur Visualisierung der Simulationsdaten sowie zur
Eingabe der (verteilten) Benutzerwiinsche entwickelt werden. Die Verteilung der vir-
tuellen Welt ist durch ein einfaches Client-Server-Konzept [Kle99] realisiert, in dem die
Klienten lediglich Visualisierungsaufgaben tibernehmen, wahrend der Server die zen-
tralen Simulationsberechnungen durchfiihrt. Die Benutzerschnittstelle wurde dabei
bewufst von der Simulationsbibliothek getrennt, wie Abbildung 6.1 verdeutlicht. Die
Kommunikation zwischen beiden Modulen beschrankt sich auf das Senden von Visua-
lisierungsdaten an das GUI bzw. die Ubermittlung von Bewegungswiinschen in um-
gekehrter Richtung. Diese strikte Trennung wurde vorgenommen, um die gewiinschte
Plattformunabhiingigkeit sicherzustellen. Die Abstraktion von einer konkreten Benutzer-
schnittstelle ermoglicht beispielsweise die alternative Verwendung eines OpenGL®-
Tel/Tk®GUIs oder eines VRML-Browsers zur Spezifikation der Bewegungswiinsche
und zur Visualisierung der Simulationsdaten. Die Integration des GUIs in eine HTML-
Seite gentiigt somit, um eine verteilte virtuelle Welt zu schaffen, in der mehrere Benutzer
kollaborativ Objekte manipulieren kénnen.

Die schalenformige Architektur der eigentlichen Simulationsbibliothek ist in Ab-
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Abbildung 6.1 Der schalenférmige Aufbau der Simulationsbibliothek SILVIA.

GUI:
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bildung 6.1 dargestellt. Den Kern von SILVIA bildet eine Datenstruktur zur rand-
orientierten Korperreprasentation. Diese folgt der ACIS®-Spezifikation [Spa], die als
wohldokumentierter Industriestandard den Kern vieler kommerzieller CAD-Systeme
darstellt. Die ACIS®-Datenstruktur ermoglicht auf diese Weise die Entwicklung ei-
ner Vielzahl von Import- und Exportfiltern und somit einen reibungslosen Datenaus-
tausch zwischen CAD-System und Simulationswerkzeug. Die Umsetzung der ACIS®-
Spezifikation in SILVIA beschrankt sich derzeit auf die zur geometrisch-topologischen
Reprasentation von Polyedern relevanten Komponenten. Eine Erweiterung beziiglich
gekriimmter Oberfldchen ist jedoch ohne Schwierigkeiten moglich.

Auf dieser zentralen Datenstruktur bauen zwei wesentlich Konzepte dieser Arbeit
auf, ndmlich der Hiillkérperbaum zur Verwaltung einer Hierarchie von Hiillkorpern (vgl.
Abschnitt 3.5 und 3.6) und eine hierarchische Raumpartitionierung (Abschnitt 4.4.6) zur
effizienten Lokalisation von Objekten in der virtuellen Welt. Wie wir in Abschnitt 2.6.3
bereits dargelegt haben, sind beide Techniken unumgénglich, will man Szenarien mit
vielen Korpern komplexer Geometrie effizient handhaben. Die Einsatzgebiete beider
Datenstrukturen innerhalb der SILVIA-Bibliothek gehen jedoch weit tiber die in die-
ser Arbeit vorgestellten Konzepte hinaus. So wird die Raumpartitionierung nicht nur
zur Bestimmung rdumlich naher Bewegungshiillkérper verwendet, sondern identifi-
ziert zusétzlich als Vorverarbeitungsschritt der Kollisionserkennung (broad-phase) die
Paare sich potentiell iiberlappender Objekte. Auf diese Weise wird der Aufwand der
statischen Kollisionserkennungs- bzw. Abstandstests entscheidend reduziert. Die Hiill-
korperhierarchie wird sowohl zur Beschleunigung der Abstandsberechnung (vgl. Kapi-
tel 3) als auch zur Realisierung einer effizienten dynamischen Kollisionserkennung auf
der Basis von [Eck98] eingesetzt. Beide Verfahren beruhen auf Divide-and-Conquer-
Strategien, wobei das Kollisionserkennungsverfahren auf den in Abschnitt 2.6.3 vor-
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gestellten hiillkorperbasierenden Ausschlufstest fiir Teilbdsume der Hierarchie zurtick-
greift. Daneben unterstiitzen Hiillkorperhierarchien typische CAD-Operationen (z.B.
Schnittbildung), die sich im Rahmen der Objektkonstruktion/-modifikation als hilf-
reich erweisen [Beh99]. Die Funktionalitdt der SILVIA-Bibliothek umfafst auf diesem
Gebiet Routinen zur Translation und Rotation von Objekten, zur Objektgenerierung
mittels Extrusion und Rotation, sowie zur Bestimmung physikalischer Groflen wie
Masse, Schwerpunkt und Tragheitsmatrizen. Um die Grundlage fiir die geplante Un-
terstiitzung von Objekten mit gekriimmten Oberflichen zu legen, wurden Algorith-
men zu deren Approximation mittels Dreiecksflachen entwickelt [Sch99]. Eine solche
Oberflachentriangulierung ist derzeit zwingend erforderlich, da bestimmte Algorith-
men (z.B. schnelles Rendering) eine polygonale Randreprasentation voraussetzen.

Die von der SILVIA-Bibliothek bereitgestellte Abstandsberechnung entspricht dem
in Kapitel 3 entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren und liefert den Euklidischen
Abstand sowie ein Paar nahester Punkte als Zeugen des Abstandsminimums. Mit Hil-
fe des Kollisionsheaps (Abschnitt 4.3) wird die Abstandsberechnung zu einer dyna-
mischen Kollisionserkennung erweitert, deren Eignung jedoch auf Simulationen be-
schréankt ist, in denen keine online-Bewegungsspezifikationen erfolgen. Ist dem Be-
nutzer dagegen eine Manipulation der Objekte wihrend der Simulation gestattet, so
kommt das in [Eck98] vorgestellte dynamische Kollisionserkennungsverfahren zum
Finsatz.

Auf der Grundlage dieser Basisalgorithmen wurden die Verfahren zur Dynamiksi-
mulation starrer Kdrper entwickelt. Die komplementédren Vorziige und Nachteile der
impuls- und zwangsbasierten Techniken (vgl. Abschnitt 2.2.3) legten die Integration
von algorithmischen Vertretern beider Simulationsparadigmen nahe. Das impulsbasier-
te Simulationsverfahren ist dabei die Umsetzung des in Kapitel 5 vorgestellten Konzep-
tes von MIRTICH [Mir96b]. Die zwangsbasierten Algorithmen gehoren ausnahmslos der
Klasse der sogenannten ,analytischen” Verfahren an, was bereits durch die avisierten
Einsatzgebiete der Bibliothek erzwungen wird. Es handelt sich dabei um die in Ab-
schnitt 2.2.1 vorgestellten Eigenentwicklungen, welche in [BS98b, BS98a, SS98a, SS98b]
detailliert beschrieben werden.

6.2 Die Simulation ,,mechanischer Spielzeuge*

Das in Abschnitt 5 vorgestellte Kollisionsauflosungsverfahren erweist sich in der Pra-
xis als schwierig zu implementieren. Numerisch schlecht konditionierte Daten und de-
generierte Kontaktsituationen sind in realen Simulationen nicht selten und erfordern
neben dem Einsatz numerisch robuster Algorithmen zur Matrixinvertierung sowie zur
Integration von Differentialgleichungen die Einfiihrung von Toleranzen und weiteren
Fallunterscheidungen. Als besonders kritische Phase der Implementierung stellt sich
die Testphase der Kollisionsauflosung dar. Wahrend man reibungsfreie Stofie geome-
trisch einfacher Korper wie beispielsweise Kugeln anhand der Bewegungsbahnen und
der zeitlichen Geschwindigkeitsverldufe noch nachvollziehen kann, ist der Einflufs von
Reibungskraften oder komplexen Geometrien auf die Simulationsdaten nur sehr sel-

267



6 Softwareumgebung und Beispielsimulationen

Abbildung 6.2 Der Steh-Auf-Kreisel.

ten vorauszusagen. Aus diesem Grund haben wir uns nach bekannten Experimenten
der klassischen Mechanik umgesehen, die einen besonders charakteristischen oder gar
kuriosen Verlauf besitzen und ausschliefdlich unter Beriicksichtigung von Reibung ana-
lysiert und erklart werden kénnen. Vor diesem Hintergrund erschienen die folgenden
,mechanischen Spielzeuge” als besonders geeignet:

o der klassische Steh-Auf-Kreisel [Bra52, Hug52, Syn52, P1i54, Cam55, Coh77, Or9%4],
e die Miinze mit Loch,

e das drehende Ellipsoid,

e der keltische Wackelstein [GH86].

Das primare Ziel, das wir mit der Simulation dieser Spielzeuge verfolgten, bestand
darin, deren charakteristisches Verhalten qualitativ nachvollziehen zu kénnen. Dies
ermoglichte uns, Fehler in der Implementierung zu identifizieren und die Giite und
Anwendbarkeit des Reibungsmodells zu beurteilen. Die Kollisionserkennung spielte auf-
grund der einfachen Geometrie und der Beschrankung auf zwei Objekte in den hier
vorgestellten Beispielsimulationen lediglich eine untergeordnete Rolle. AnschliefSend
haben wir die Simulationsdaten quantitativ mit dem zwangsbasierten Dynamiksimula-
tionsverfahren von SAUER [SS98a, SS98b] verglichen, was zu verbliiffenden Ergebnis-
sen [SSL98] gefiihrt hat.

Wir wollen im folgenden die einzelnen Experimente beschreiben und das qualita-
tiv realitdtsgetreue Simulationsverhalten anhand von Simulationsdaten und -schnapp-
schiissen belegen.

6.2.1 Der Steh-Auf-Kreisel

Das erste Experiment betrifft den klassischen Steh-Auf-Kreisel, der in Abbildung 6.2 dar-
gestellt ist. Dreht man den Kreisel langsam auf einer ebenen Fldche, so bleibt sein
dynamisches Verhalten stabil. Aufgrund der Verschiebung des Massenschwerpunk-
tes gegeniiber der Situation im Fall der perfekten Kugel wandert der Stiel nach unten
und setzt eventuell auf der Unterlage auf (Zweipunktkontakt). Dreht man den Kreisel
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Abbildung 6.3 Zwei Momentaufnahmen der Kreiselsimulation.

4

schneller an, so dafd eine bestimmte Winkelgeschwindigkeit tiberschritten wird, wo-
bei die Reibungskraft zwischen Kreisel und Auflagefldche ausreichend grofd sein muf3,
dann stellt sich der Kreisel auf den Stiel und dreht auf diesem solange weiter, bis der
stetige Energieverlust ihn umfallen 14{3t.

Die Analyse sowie die Erkldrung dieses Verhaltens ist komplex und kann in der
Literatur [Bra52, Hug52, Syn52, Pli54, Cam55, Coh77, Or94] nachgelesen werden. Es
ist jedoch erwiesen, dafy Reibung fiir den zu beobachtenden Effekt verantwortlich ist.
Abbildung 6.3 zeigt das Verhalten des Kreisels anhand von Momentsaufnahmen der
impulsbasierten Simulation.

6.2.2 Die Miinze mit Loch

Ein weiterer Effekt, den wir rechnergestiitzt nachvollziehen konnten, 1df3t sich bei der
Drehung einer Miinze mit ausgestanztem Loch auf einer ebenen Flache beobachten. Bohrt
man in eine Miinze ein Loch auflerhalb ihres Mittelpunktes und dreht die Miinze
schnell genug, wobei das Loch zu Beginn der Drehung oberhalb des Mittelpunktes
liegt, so wird sich die Aussparung im Laufe des Experimentes nach unten bewegen.
Die Ursache dieses Effektes liegt, ahnlich wie im Fall des Steh-Auf-Kreisels, in der Kom-
bination aus Exzentritit des Massenschwerpunktes und der Reibung zwischen Miinze
und Auflagefliche. Ausgangs- und Endlage der Miinze sind in Abbildung 6.4 darge-
stellt. Beide Abbildungen wurden aus den Simulationsdaten gewonnen.

6.2.3 Das drehende Ellipsoid

Das Experiment des drehenden Ellipsoids kann der Leser auf einfache Weise zu Hause
nachvollziehen. Man benétigt lediglich ein hartgekochtes Ei, das man auf einer ebe-
nen Unterlage wie in Abbildung 6.5 dargestellt dreht. Das Ei stellt sich im Laufe der
Objektbewegung auf und rotiert dabei um die ldngste Symmetrieachse. Das Simulati-
onsergebnis ist in Abbildung 6.5 dargestellt.
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Abbildung 6.4 Die Simulation einer drehenden Miinze mit ausgestanztem Loch.

Abbildung 6.5 Das drehende Ellipsoid.

270



6.2 Die Simulation ,,mechanischer Spielzeuge”

Abbildung 6.6 Der keltische Wackelstein.

6.2.4 Der keltische Wackelstein

AufBerordentlich verbliiffend ist das Verhalten des keltischen Wackelsteines [GH86]. Da-
bei handelt es sich um die Hilfte eines Ellipsoids, das entlang der lingsten Symme-
trieachse durchgeschnitten wurde. Aus physikalischer Sichtweise handelt es sich um
einen Kreisel. Die Eigentiimlichkeit des Kreisels besteht nun darin, dafs er nicht rotati-
onssymmetrisch zu seiner Figurenachse ist. Diese Eigenschaft erzielt man beispielswei-
se, indem man die Ellipsoidhélften imaginar viertelt, wie in Abbildung 6.6 angedeutet,
und nur die beiden Paare schrig gegeniiberliegender Viertel mit gleicher Dichte aus-
stattet. In der Abbildung unterscheiden sich also schwarze und weifSe Viertel in ihrer
Dichte, wihrend die beiden schwarzen bzw. die beiden weifien Viertel jeweils glei-
che Dichteeigenschaften besitzen. Aufgrund dieser Eigenttimlichkeit besitzt der kel-
tische Wackelstein eine Vorzugsrichtung, in die er sich dreht, sobald man ihn an der
Spitze nach unten driickt. Die Vorzugsrichtungen der beiden Ellipsoidhilften sind da-
bei genau entgegengerichtet. Dreht man den Wackelstein in Gegenwart von Reibung
auf einer Ebene entgegen seiner Vorzugsrichtung, so nimmt die Winkelgeschwindig-
keit immer weiter ab und der Wackelstein setzt schlieslich die Rotationsbewegung in
seiner Praferenzrichtung fort. Die Bezeichnung Wackelstein riihrt daher, daf3 in der
Néhe des Umkehrpunktes eine Oszillationsbewegung entlang der kleineren horizonta-
len Achse einsetzt, welche kurz vor dem Wechsel der Rotationsrichtung ihre maximale
Amplitude erreicht. Mit Hilfe unserer Simulation konnten wir sowohl den Wechsel
der Drehrichtung (Abbildung 6.7) als auch die Oszillationsbewegung (Abbildung 6.7)
nachvollziehen.

6.2.5 Vergleich von impulsbasierten und zwangsbasierten
Simulationsergebnisse

Anhand des Experimentes mit dem Steh-Auf-Kreisel haben wir die Resultate der im-
pulsbasierten Simulationsmethode mit den Daten des zwangsbasierten Verfahrens von
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Abbildung 6.7 Visualisierung der Dreh- und Oszillationsbewegung anhand der Daten
der Wackelsteinsimulation.

Rattleback Experiments Rattleback Experiments
161

Spinning motion around plane normal (in radians) —

Der Wechsel der Drehrichtung. Die Oszillationsbewegung.

SAUER [S598a, SS98b] verglichen. Dies war sehr einfach moglich, da beide Methoden
auf dem gleichen Reibungsmodell beruhen und somit durch die gleichen Parameter
beschrieben werden. Daneben erlaubte dieses spezielle Experiment, alle Stofse als pla-
stisch anzunehmen, so daf} die Systembeschreibung fiir beide Verfahren identisch war.

Dennoch wollen wir an dieser Stelle in Erinnerung rufen, dafs den beiden Simula-
tionsmethoden grundsitzlich verschiedene Kontaktmodelle zugrundeliegenden (vgl.
Abschnitt 2.2). Um die Simulationsergebnisse besser verstehen zu konnen, miissen wir
uns an die Integration des Reibungsmodells in das jeweilige Kollisionsauflosungsver-
fahren erinnern. Wahrend im impulsbasierten Modell die Coulombschen Reibungsge-
setze unmittelbar in die zu integrierenden Differentialgleichungen eingehen, bertick-
sichtigt das zwangsbasierte Verfahren den Haftreibungsfall durch Linearisierung (Fa-
cettierung) des Reibungskegels. Haftreibung wird also umso préaziser modelliert, je
feiner die Facettierung dieses Kegels ist. Diese Beobachtung besitzt in dem durchge-
fiihrten Experiment grofie Bedeutung, da Reibungskrifte fiir den zu beobacht enden
Effekt eine zentrale Rolle spielen.

In Abbildung 6.8 wird der Winkel zwischen der Figurenachse, um die der Kreisel
dreht, und der Normalen der Auflagefliche betrachtet. Der Kreisel stellt sich also auf
den Stiel, wenn der Cosinus des Winkels negativ wird. Dies geschieht etwa zum Zeit-
punkt t = 0,4. Die Abbildung gibt dabei die ermittelten Daten der beiden Simulations-
verfahren wieder. Es ist zu beobachtenden, daf3 sich die Resultate des zwangsbasierten
Verfahrens mit zunehmender Genauigkeit der Reibungsmodellierung den Daten des
impulsbasierten Verfahrens anndhern und im kritischen Bereich bis t = 0, 8 sogar iiber-
einstimmen. Eine detailliertere Darstellung der Ergebnisse findet sich in [SSL98]

Im Rahmen der Interpretation ist selbstverstandlich zu beriicksichtigen, daf3 die hier
betrachtete Problemstellung die Stiarken des impulsbasierten Modells in besonderem
Maf3e herausstellt, so dafs die Anndherung der Simulationsdaten bei hoherer Prazisi-
on des zwangsbasierten Verfahrens nicht als generelle Uberlegenheit der impulsbasier-
ten Simulationsmethode gewertet werden darf. Dennoch sind diese Ergebnisse mehr
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Abbildung 6.8 Der Cosinus des Winkels zwischen der Figurenachse des Kreisels und
der Normalen der Auflagefldche.
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Value

als erstaunlich, wenn man die grundsitzlich verschiedene Vorgehensweise der beiden

Methoden in seine Uberlegungen einbezieht.

273






7 Ausblick

Das in dieser Arbeit vorgestellte Dynamiksimulationssystem ist als Bestandteil der
SILVIA-Bibliothek mit dem Ziel entwickelt worden, bestehende CAD-Entwurfssysteme
um Simulations- und Evaluationswerkzeuge zu ergénzen. Dabei lag der Schwerpunkt
dieser Arbeit auf der Realisierung eines in sich abgeschlossenen impulsbasierten Simu-
lationsmoduls, was neben der Implementierung des impulsbasierten Kollisionsauflo-
sungsverfahrens die Entwicklung eines geeigneten Kollisionserkennungssystems erfor-
derte. Aspekte des zwingend erforderlichen Datenaustauschs zwischen CAD-System
und Simulationsmodul sind dabei bisher vernachldssigt worden. Dieser Datenaus-
tausch besitzt jedoch gerade in dem avisierten Einsatzgebiet grofie Bedeutung, da das
Virtual Prototyping-Konzept ein weitgehendes Zusammenspiel zwischen computerge-
stiitztem Entwurf und virtueller Designerprobung erfordert.

In diesem Zusammenhang erscheint die von uns gewéhlte polygonale Randrepra-
sentation als grofste Einschrankung des Konzepts. Da CAD-Systeme im allgemeinen
mit gekriimmten Oberflichen wie beispielsweise NURBS arbeiten, ist die Konvertie-
rung der Ausgangsdaten in eine Polyederapproximation unumgénglich. Dieser Kon-
vertierungsprozef$ bringt zahlreiche Probleme mit sich, die die Umsetzung und An-
wendung des Virtual Prototyping-Konzepts in der Praxis erschweren.

e Die Konvertierung behindert den Datenflufs vom CAD-System zur Simulations-
komponente.

e Die im Rahmen der Konvertierung erzeugte Approximation der CAD-Objekte
mittels Polyeder erhoht die Beschreibungskomplexitit der Objekte, was sich ne-
gativ auf die Laufzeit der Kollisionserkennung auswirkt.

e Selbst kommerzielle Konvertierungswerkzeuge erzeugen vielfach keine korrek-
ten Polyederapproximationen, da sie nicht immer in der Lage sind, den Zusam-
menhang der Randpolygone sicherzustellen.

¢ Eine polygonale Approximation kann als Modifikation der geometrischen Struk-
tur die zu evaluierenden Objekteigenschaften beeinflussen. So ist es beispielswei-
se moglich, daf8 die Montierbarkeit von approximierten Bauteilen eingeschrankt
oder gar nicht moglich ist, wahrend das Originalobjekt diese Eigenschaft sehr
wohl besitzt.

e Die im Rahmen der Simulation gewonnenen Erkenntnisse lassen sich aufgrund
der Verwendung von Approximationen nur eingeschrankt auf die urspriingli-
chen CAD-Objekte iibertragen. So miissen beispielsweise polygonale Regionen,
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die im Rahmen der Montagesimulation als kritisch identifiziert wurden, den ent-
sprechenden Randregionen des Originalobjektes zugeordnet werden.

Diese Uberlegungen verdeutlichen, da8 es Sinn macht, die impulsbasierte Dynamiksi-
mulation auf gekriimmte Oberflichen zu erweitern.
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